Automaty a gramatiky

Roman Bartak, KTIML

bartak@ktiml .mff.cuni.cz
http://ktiml .mff.cuni.cz/~bartak

_ Trochu motivace
L = { w | w=babau v w=uabbv v w=ubaa, u,v&{a,b}* }

L=L,UL,UL,, kde
L, = { w | w=babau, u&{a,b}* },
L, = {w | w=uabbv, u,v&E{a,b}* }
L; = {w | w=ubaa, u&{a,b}* }

Muzeme jit jesté dall
L, = {baba} . {a,b}*
L, = {a,b}* . {abb} . {a,b}*
L, = {a,b}* . {baa}

Pojd'me jesté dal
L; = ({a} U {b})* . {b}.{a}.{a}

Neslo by vSechny regularni jazyky ,,poskladat“ z néjakych
trivialnich jazyka?
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Regularni jazyky

Trida regularnich jazyki RJ(X) nad kone¢nou neprazdnou
abecedou X je nejmensi tfida jazyku, ktera:

obsahuje prazdny jazyk &

pro kazdé pismeno x&X obsahuje jazyk {x}

A,BERJ(X) = AUB €RJ(X) uzaviena na sjednoceni
— ABERJ(X)= A.B €ERJ(X) uzaviena na zietézeni
AERJ(X) = A*e€RJ(X) uzaviena na iteraci

Vlastné algebraicky popis jazyku!

Specialné:
{\M}ERJ(X) protoze {\} = &*
XERJ(X) protoze X = U, {x} (pozor! je to kone&né sjednoceni)
{xi1,. . .,xik}ERJ(X)
X*€RJ(X)
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Libovolny jazyk je regularni pravé kdyz je rozpoznatelny
koneénym automatem.

Koneénymi automaty lze rozpoznavat jen trivialni jazyky
(prazdny a jednopismenné) a jazyky, které z nich lze
slozit operacemi sjednoceni, zietézeni a iterace.

Dikaz RJ = 7
regularni jazyky jsou rozpoznatelné kone¢nymi automaty

— trivialni jazyky jsou rozpoznatelné koneénym automatem
— operace sjednoceni, zietézeni a iteraci davaji opét jazyk
rozpoznatelny kone€nym automatem
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__Dukaz Kleeneovy véty
jazyky rozpoznatelné koneénymi automaty jsou regularni

mame automat A=(Q,X,9,q,,F), ktery pfijima jazyk L(A)
chceme ukazat, ze L(A) dostaneme z elementarnich jazykt a operaci

definujme R; = {weX*| *(q;,w)=q;}  slova prevadéjici stav q; na q;
potom L(A) = quEF Ry slova prevadéjici poc¢atecni stav q,
na néjaky koncovy stav g;
jsou jazyky R; regularni?

pokud ano, potom L(A) je také regularni, protoze U zachovava regularnost

definujme Rkij =slova prevadséjici stav g; na q; bez mezipriichodu stavy q,, m>k
ziejmé R; = R"; (n je poéet stavi automatu)

jsou jazyky R¥; regularni?
- RY% je regularni (zadné mezistavy, tj. maximalné jednopismenna slova)
— R¥1 = R} U RY . (R¥ g 1) R¥yiq j J@ regularni
o (sjednoceni a iterace regularnich jazykti)
of\/\/'\oﬁ )
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__Alternativni dukaz Kleeneovy véty

jazyky rozpoznatelné koneénymi automaty jsou regularni

Indukci podle po¢tu hran v nedeterministickém automatu
A = (Q,X,9,S,F) pro dany jazyk L(A)
® Zadna hrana
— pouze jazyky & nebo {\}
® (n+1) hran
— vybereme si jednu hranu: p—2q tj. q€6(p,a)
— sestrojime ¢tyii automaty bez této hrany (6°)
© A, =(Q,X,8S,F)

- A, = (QX,6S.{p}) N2 w\/ i

- Ay = (QX5'{ah{p}) N~ ]
- A, = (QX,5'{q}F)

Potom L(A) = L(A,) U (L(A,).a).(L(A,).a)*L(A,)
Jazyky L(A,), L(A,), L(A;), L(A,) jsou regularni (n hran)
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Mnozina reguldrnich vyrazia RV(X) nad koneénou
neprazdnou abecedou X={x,,...,X,} je nejmensi mnozina
slov v abecedé {x,,...,x,,d, A, +, . ,%, (,)}, ktera:

obsahuje vyraz & a vyraz A DERV(X), AERV(X)
pro kazdé pismeno x&X obsahuje vyraz x xERV(X)

— a,pERV(X) = (a+B)ERV(X)

a,pERV(X) = (a.B)ERV(X)

— o ERV(X) = o*ERV(X)
Priklad: ((a+((b.c)+d)*)+e)
Konvence:

vnéjsi zavorky Ize vynechat (a+((b.c)+d)*)+e
zavorky lze vynechat u . a + diky asociativité a+((b.c)+d)*+e
tecku lze vynechat a+((bc)+d)*+e

— priorita operaci (nejvyssi) *, . , + (nejnizsi) a+(bct+d)*+e
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Hodnota regularniho vyrazu

Hodnotou regularniho vyrazu o€RV(X) je mnozina slov [a]
(jazyk) definovana nasledovné:
- [@1=9, [N ={A}, [x] = {x}
— [(a+p)] =[a] U [B]
— [(.p)]=[a] . [B]

- [0 = [o*

Regularni vyrazy odpovidaji regularnim jazykam
— hodnotou regularniho vyrazu je regularni jazyk

— kazdy regularni jazyk lze reprezentovat pomoci regularniho
vyrazu (jazyk je hodnotou tohoto vyrazu)

Priklady:
[baba(a+b)* + (a+b)*abb(a+b)* + (a+b)*baa] =
={ w | w=babau v w=uabbv v w=ubaa, u,v&{a,b}* }
[(0*10*10*1)*0*] =
={w | we{0,1}*, |wl, =3k }
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__Pouziti regularnich vyrazu

Prakticky
prehledny zapis jazyka
Teoreticky
zjednoduseni nékterych dukazl
Véta: LcF, VxeX o(x)EF = o (L)EF
L a o(x) jsou regularni jazyky, lze je tedy reprezentovat
regularnimi vyrazy
kazdy vyskyt x ve vyrazu pro L staci nahradit vyrazem pro o(x)
RozsSifené regularni vyrazy
mame i dalsi ,,regularni“ operace, napf. prinik (o & )
Ekvivalence regularnich vyrazi
o = B jestlize [a] = [B] (tj. vyrazy reprezentuji stejné jazyky)
Piklad: (0*1)* = A + (0+1)*1
Jak to zjistime?
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__Prevod regularniho vyrazu na koneény automat

Metoda 1 (inkrementalni):
— preved elementarni jazyky (prazdny, jednopismenné)
— spoj pouzitim regularnich operaci podle vyrazu

Metoda 2 (pfima) a+(bc+d)*+a
— ocisluj symboly ve vyrazu (zleva do doprava) a,+(b,c;+d,) +a;

— zjisti vSechny mozné pary symboll, které se b,c,, c3d,, c;3b,,

mohou vyskytovat za sebou d,d,, d;b,
— zjisti symboly, které mohou byt prvni ve slové a,, by, dy, a5
— zjisti symboly, které mohou byt posledni ve slové a,, c3, dy, ag
— zjisti, zda jazyk obsahuje prazdné slovo ANO
— vytvof nedeterministicky automat A @

stavy: s + oéislované symboly / \
pocatek = s 3

konec = posledni symboly (+s pro A) <_. .
prechody: s—prvni symbol < >

X;—>X;, pokud je par x;x;
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Od automatu k regularnimu vyrazu

\ f Pomoci Kleeneovy véty:
b [ R0
a
O——= ® RE, = RY U RS o R ion)®: Reo
B la Pozn.: uzeI 4 maZeme ignorovat
a (nevedou pres néj zadné cesty do
C@ ostatnich uzlt)
a,b
RO 1 2 3 R? 1 2 3
1 A a %] 1 A a g
2 0] A b 2 [0} A b
3 [0} b A 3 1%} b A
R2 1 2 3 R3 1 2 3
1 A a ab 1 A a(b?)" | ab(b?)"
2 %) A b %) (b?)" | b(b?)’
(%) b A+b? [0} b(b?)" | (b?)"
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Od automatu k regularnimu vyrazu (pfiklad 2)

b

Pomoci Kleeneovy véty:

o=
\ b aQb ® RY

aCCD‘\ L Rk+1ij = Rkij U R ar-(Rjhq o)™ Rkk+1,j

a @—}

R? 1 2 3 R? 1 |2 3

1 ath |b 16 1 a* |a‘b 1G]
1%} b+A |a I |b+r a
a b A a* |a'b A

R? 1 2 3 R3 1 2 3

1 a* a*b* |a*b*a 1 ? |(atb)*b |(a+b)*ba
%] b* b*a 2 ? |7 ?

3 a* a*b* |a*b*a 3 ? |7 ?
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__Od automatu k regularnimu vyrazu jinak

Ohodnoceni hran regularnim vyrazem «u o »
Oo———0

Nejprve vytvofime automat s jednim vstupem a jednim

vystupem }»‘ A

— spojeni hran o atp
OT,( ) i—> O——Q0
— eliminace smyéek B_~O a’B_.O
a (:O< > <
B, O o'f, > O
— eliminace vrcholl B,
O&‘ BI/-O O s O
O\”'UD@ amﬁgaﬁn
0% /O O==<m O
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__Od automatu k regularnimu vyrazu v prikladé

\ f Staci pridat pouze
novy koncovy stav.

a (:)4_" A @
NI 2 Eliminujeme smy¢ku 4.

a,bc,® Eliminujeme uzel 4.

\ %zj f Eliminujeme uzel 2.
O—=—C——0

Eliminujeme smy¢ku 3.

/
O——0—20

\ ) 7
G/L ab(b?) ﬁ‘®

Eliminujeme uzel 3.
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Automaty s vystupem (motivace)

... aneb jak zaznamenat vypocet automatu?

Dosud jedina zprava z automatu - jsme v pfijimajicim stavu.
Mlzeme z kone¢ného automatu ziskat vice informaci?
Mlzeme zaznamenat trasu vypoctu?

1) indikace stavu (vSech, nejen koncovych)
v kazdé chvili vime, kde se automat nachazi
Priklad: rtizné (regularni) ¢itace

2) indikace prechodu
po piecteni kazdého symbolu vime, co automat.udélal
Priklad: (regularni) preklad slov

Automat uz neni tak docela ¢éerna skrinka.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Mooretiv stroj

Mooreovym (sekvenc¢nim) strojem nazyvame Sestici
A =(Q,X,Y,d,u,q,) resp. pétici A = (Q,X,Y,d,u), kde:

Q - kone¢na neprazdna mnozina stavt (stavovy prostor)

X - koneéna neprazdna mnozina symbolu (vstupni abeceda)
Y - kone€na neprazdna mnozina symbolt (vystupni abeceda)
8 -zobrazeni Q x X — Q (prfechodova funkce)

u -zobrazeni Q —= Y (znackovaci funkce)

q,EQ (pocdtecni stav)

Poznamky:
— nékdy nas nezajima pocatecni stav, ale jen prace automatu
— znackovaci funkce umoziiuje suplovat roli koncovych stavi

FCQ nahradime znackovaci funkci p: Q — {0,1} takto:

w(q) =0, pokud q¢F
=1, pokud qEF
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__Priklad Mooreova stroje

Navrhnéte automat pocitajici tenisové skoére.
Vstupni abeceda: ID hrace, ktery uhral bod

Vystupni abecedal/stavy: skore (tj. Q=Y a p(q)=q)

Stav/vystup A B Stav/vystup A B
00:00 15:00 00:15 shoda A:40 40:A
15:00 30:00 15:15 A:40 A shoda
15:15 30:15 15:30 40:A shoda B
00:15 15:15 00:30 A 15:00 00:15
30:00 40:00 30:15 B 15:00 00:15
30:15 40:15 30:30

30:30 40:30 30:40

15:30 30:30 15:40

00:30 15:30 00:40

40:00 A 40:15

40:15 A 40:30

40:30 A shoda

30:40 shoda B

15:40 30:40 B

00:40 15:40 B
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__Mealyho stroj

Mealyho (sekvencnim) strojem nazyvame Sestici
A =(Q,X,Y,d,A,q,) resp. pétici A = (Q,X,Y,0 ,A), kde:

Q - kone¢na neprazdna mnozina stavt (stavovy prostor)

X - koneé€na neprazdna mnozina symbolt (vstupni abeceda)
Y - koneéna neprazdna mnozina symbolt (vystupni abeceda)
d -zobrazeni Q x X — Q (pfechodova funkce)

A -zobrazeni Q x X — Y (vystupni funkce)

q,EQ (pocdtecni stav)

Poznamka:
vystup je uréen stavem a vstupnim symbolem
tj. Mealyho stroj je obecnéjsim prostiredkem nez stroj Moorelv

znackovaci funkci p : Q — Y lze nahradit vystupni funkci A: Q x X =Y
napriklad takto:

VxEX A (q,x) = w(q)
nebo takto VxEX A(q,x) = u(d(q,x))
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__Pfiklad Mealyho stroje

Navrhnéte automat, ktery déli vstupni slovo
v binarnim tvaru €islem 8 (celociselné). %
Realizace:
— posun o tfi bity doprava (1101010 — 0001101)
— potrebujeme si pamatovat posledni trojici bita
(vlastné dynamicka tribitova pamét’-buffer)

W 000 1/0 |001 1._1/0 |011 1_1/0

Stav\symbol 0 1

000 000/0 001/0

001 010/0 011/0

010 100/0 101/0

011 110/0 111/0

:g? g?g;: 32:]];:]] \sltaadrit::jéer’?, kdyz nevime, kde automat
110 100/1 1011 NE - po tiech symbolech zaéne
111 1101 1111 pocitat spravné
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__Vystup sekvenénich stroju

slovo ve vstupni abecedé — slovo ve vystupni abecedé

Moorelv stroj
znackovaci funkce u: Q = Y a b _c _d
Oo0—O0—0—0—0
uh QxX—> Y* N 4 4 Yy
TCRSEDS (nékdy p*(q,A) = w(a) ) ox oy uy

w(q,wx) = u*(q,w) . u(8*(q,wx))
Priklad: u*(00:00,AABA) = (00:00 .) 15:00 . 30:00 . 30:15 . 40:15

Mealyho stroj
vystupni funkce : Qx X —=Y a b ¢ _d
A* 1 QxX*—> Y* RSV VA VA v
}\‘*(q’)\) =) X y u v

A(q,wx) = A%(q,w) . M6*(q,w),X)
Priklad: p*(,000,1101010) = 0001101
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_ Pfevod Mooreova stroje na Mealyho

Necht’ A = (Q,X,Y,d,u,q,) je Moorelv stroj.
Umime najit Mealyho stroj B tak, ze Vq,w u*(q,w) = A*(q,w) ?

ANO!
poloZzme B = (Q,X,Y,3,\,q,), kde A(q,x) = u(3(q,x))
tj. A vraci zna€ku stavu, do kterého pirejdeme

__Prevod Mealyho stroje na Mooretiv

Necht’ A = (Q,X,Y,3,\,q,), je Mealyho stroj.
Sestrojme Mooreliv stroj B tak, ze Vq,w A*(q,w) = p*(q,w).

Problém: do jednoho stavu mohou Reseni: stav rozdélime na vice

vést pfechody s riznym vystupem! stavu (podle poctu vystupnich
symbolti). )

aix 4 bly a alx ay p

Ted' uz je to jednoduché! = (QxY,X,Y,d°,u,(q,,_)), kde
d‘((a,y).x) = (8(a,x), Ma,x)) a u((a,y)) =y

a b alx b/x
o-t—o—Lo |||]|:> 02X 0. bixg
\
Priklad: i
stav| 0 1 |vystup stav |0 1
a a b 0 ﬂﬂ: > |a al0 _bA
b b c 1 b b/1 < cl2
c c a 2 c c/l2 -all

Priklad: stav 0 1 |vystup
@0) [ (@0 (b0)] 0
stav | 0 1 @1) | (a0 (boy| 1
a al0 blo “”|:> 0,0 | (a1) (b)] 0
b al b b1) | @1) (bA) | 1
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Koneéné automaty - shrnuti
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Konecény automat M
— jednoznaény redukovany automat
— nedeterminismus (2"), dvousmérny KA (n")
Automaty a jazyky
— regularni jazyky
uzavienost na mnozinové operace
uzavienost na fetézcové operace
— uzavienost substituce
Charakteristika regularnich jazykut
— Nerodova véta (kongruence)
— Kleeneova véta (elementarni jazyky a operace)
— Iteraéni lemma (iterace podslov, jen nutna podminka)
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