Lambda kalkulus, cviceni ; v. 9. prosince 2013
1. cviceni

1. (DC) Dokazte:
a) \FSKK =1
b) \F KI =K,

1 (DC) a) Rozpiste do lambda abstrakei (pozor na zévorky, tecky ...), plné uzévorkujte, co nejméné
uzavorkujte a zredukujte: a.1) KII ; a.2) K(IK,)I
b) vysvétlete: KA # \xy.xA
c) vysvétlete rozdil mezi = a = ; c.1) pokud F je def. jako C[z,y| a konkrétné Az.yz, pro které dvojice
termu plati = a pro které =: F'I, Fly := I|, Clx, 1], C[I, 1], \x.Ix, Ax.x, (Ax.yx)I?

2. Dokazte (indukei) pro libovolné A-termy s,t,u € A a (rtizné) proménné z, y:
a) pokud s = t, potom s[x := u| = t[x := u]
b) pokud s = ¢, potom ulx := 5] = u[z := {]
c) (sl :=u))y :=t] = sly .= t]([x := uly :=t]]), pokud x & freevar(t)

3. Najdéte uzavieny A-term F':
a) Fe A tz. FGHX =G(HX)(HX).
b) FeA tz. FX = XXX.

4. Dokazte:
a) IFVX FX = FF
b) IFVX FX =XF
c) IF VX FX = F, nékdy oznacovan K,
d) IF VX FX = SFX (an redukovany vyraz)
e) IFVX FX =FXX
(9
Z

) neexistuje F', tz. VXY F(XY) =X
) (Najdete fesSeni a), d) bez pouziti kombinatoru pevného bodu?)

Névod: Napiste rovnici ve tvaru F' = C|[f, z|F a pouZzijte vétu o pevném bodé pro nalezeni F'.

Pozndamka: V A-kalkulu miZzeme redukovat "pod” A-abstrakci, coz (ve funkcich) v programovacich
jazycich nedokazeme. Pouzitelné napi. pii optimalizaci a ¢astecném vyhodnocovani.

4.1 (DC) Jak dosadit do (napiiklad) druhého argumentu funkce? Ve vyrazu F = Azy.C[z,y] chceme
dosadit za parametr y term 7. Napiste term Z, aby ZFT = \x.Clz,T| = Ax.(Clz,y][y := T])
Pozn: ¢asteéné vyhodnocovani, vztah k lambda-liftingu (a superkombinatortm)

5. Zjednoduste:
a) SIIxz , (SII(SII))
(b) SI1It prot= S(Ku)(SII)
c) S(KK)I

6. Dokazte: (1. + 3. cv)
a) pokud Z je kombinator pevného bodu, potom Z(SI) je kombinator pevného bodu.
b) kombinator Z = VVVV kde V = Aehlo.o(hello), je kombinator pevného bodu.
bl) otdzka: plati pro Z: ZF —j F(ZF) ?
¢) (Turingiv k.p.b.) © = AA, kde A = \xy.y(zzy) je kombinator pevného bodu.
cl) plati OF —% F (@F)
c2) plati Y(SI) 50 (proY z prednasky)
¢3) Rozhodnéte, zda plati Z(SI)F —% F(Z(SI)F)
pozn. (s. 79): Turingtv kombinétor © je ve tvaru superkombinétoru, Y nikoli. (F' se po redukci O F dostane
na misto argumentu)



d) Turingiv ©, call by value: ©, = A’A’| kde A" = \zy.y(Az.xxyz) je kombindtor pevného bodu.
d.2) Y, call by value: Y, = \f.A’A’, kde A" = Az.f(Mv.((xx)v)) je kombindtor pevného bodu.
d.3) Vysvétlete vztah O, resp. Y, k O,, resp. Y,, pomoci n-expanze.

e) Miuze se vypocet Y F vibec nékdy zastavit? Uvedte pfipadné piiklad.

2. cvideni

6.1 Najdéte pitklady A-termt (52.2,2.6):
Term je silné normalizovatelny, pokud libovolna redukéni strategie konci. Teorie je silné normalizovatelna,
pokud kazdy term je silné normalizovatelny.
a) Dvojice termt, které ukazuji, ze relace — g, —7%, =p jsou rizné
b) v f-normalnim tvaru
¢) silné normalizovatelné, ale ne v f-normalnim tvaru
d) normalizovatelné, ale ne silné normalizovatelné
e) nejsou normalizovatelné

7. Def. Pravidlo 7. Pro lib. A\-term F' a proménnou z, ktera se nevyskytuje volné v F' plati rovnost
\e.Fx=F

D4 se ukazat, ze pravidlo 7 je bezesporné s axiomy A-kalkulu. Kalkul, ktery vznikne pfidanim pravidla
7 oznacujeme A7 .

Pravidlo n se nazyva pravidlem extenzionality, protoze pro libovolné dva A-termy F' a G a proménnou
x, kterd se nevyskytuje volné v F' ani v GG, dovoluje dokazat a), tj. z rovnice F'z = Gz (1) odvodit rovnici
F=G.(2)
a) Ukazte, ze v An-kalkulu z Fx = Gx plyne F' = G
b) Plati opacné implikace? :-)

Pokud se na F' a G divame jako na funkce jedné proménné, potom (1) tvrdi, Ze tyto funkce maji sobé
rovné hodnoty pro vSechny argumenty. Pravidlo n dovoli odvodit rovnost (2) funkci F' a G.
Extenzionalita funkci vyjadiuje fakt, ze funkce, které maji stejné vsechny hodnoty, se sobé rovnaji.

Def. Pravidlo ext: Kdyz No = Mx pro x ¢ FV(MN), potom M = N. (Ipouze pro proménnou x)
Def. Necht 7' je formalni teorie, jejimiz formulemi jsou rovnosti mezi termy. Rikame, ze T je extenziondinf,
kdyz plati:

THML=NL pro kazdé L, pak T M = N

c) Ukazte, Ze teorie A neni extenzionalni.

d) Dokazte:

d.1) Teorie A\ + ext je extenzionalni

d.2) Teorie \n je extenzionalni

d3) AN +ert-M=N&A\pEM=N

d.4) Teorie A\ + ext a A\n jsou nejmensim extenzionalnim rozsifenim teorie A

Pozn: Pravidlo 1 (eta) opraviiuje povazovat lib. term M za funkci Axz.Mz, ale to nemusi byt v nékterém
kontextu pouziti zadouci. Proto nebylo Churchem zahrnuto do teorie \.

Pozn: Pravidlo ¢ (ksi), s. 17, M = M' = (Ax.M) = (Ax.M’) je slabd extenzionalita: pokud jsou konverti-
bilni téla funkci, jsou konvertibilni i funkce.

Dalsi: redukce n; 7 silné normalizuje, je CR; redukce (7, je CR, vztah s An-kalkulem, konzistence An,
On-NF < (-NF, "aplnost” A\n: pro M, N s n-NF: M = NV M#N

13. Dokazte, ze pro n,m € N, ¢, = Afx.f"(x):

a) pro Ay = Azypq.xp(ypq) plati A, cpcm = Cnim
b) pro A, = \xyz.x(yz) plati A.c,cm = Coam
c) pro Acyp = Azy.yx plati Acypcncn = cumy, kromé m=0



d) Najdéte term Agyee, pro ktery plati: Agyecc, = ¢pp1 (dvE moznosti)
(e) Najdéte term A,,cq, pro ktery plati: Ay cacni1 = ¢y
(f) Vyjadrete (a zredukujte) funkce 2 + n, n + 2, 2 x n, n?, 2", v&z(n,m)

14. (DC) a) Sformulujte a dokazte analogickou vétu k ”"Double Fixed Point Theorem” pro n termu v
n (vzéjemné zavislych) rovnicich. (s. 40)
b) Sformulujte a dokazte analogicky dusledek (s. 43) pro n vzajemné rekurzivnich rovnic (danych n kon-
texty).
c.1) Najdéte kombinator(y) analogické k Turingovu kombinéatoru (s. 80) pro "Double F.P.Th”, které se
budou B-redukovat zleva doprava
c.2) dtto pro Second F.P.Th

3. cviceni
6. c), d) viz vys

6.2 Najdéte piiklady situaci (aneb Co Church-Rosserova vlastnost netvrdi):
a) M =3 N, M # N, M ma NF a zarovenn ma nekone¢nou redukéni posloupnost
a.l) navic M /5 N
a.2) navic M ma nekonecnou redukéni posloupnost riznyjch termi
b) M =3 N, M a N maji NF, ale (né&jaky) spoleény term L neni v NF
c) M =3 N, M # N, M nema NF
d) M ma (aspori) dvé nekonecné redukéni posloupnosti navzajem rizngch termit
z) def: Slabd C-R vlastnost (pro relaci R): pokud M; <L M —L M,, potom existuje Mz tz. M; —%
M3 <—E M2
z.1) Slaba C-R je slabsi nez (silnd) C-R; splyvaji, pokud redukce R vzdy konéi (tj. pro silné normalizujici
teorie).

10. Definice. Rikdme, Ze A-termy s a t jsou nekompatibilni (s A\3), jestlize pfidanim axiomu s =t k A3
vznikne spornd teorie. Nekompatibilnost termt znacime s#t.
Ve sporné teorii plati s = ¢ pro kazdé dva A-termy s a ¢.
Ukazte:
a) S#K. Navod: aplikujte obé strany rovnice S = K na vhodné termy p, ¢, r a ukazte, ze I = t pro kazdy
term ¢.
b) I#K. (Taky pfimy dikaz)
c) I#S.
d) K#K..
e) s#Ht > A+ (s=t)F K = K,
(Pokud true = K a false = K,, pak rovnost vpravo znamend true = false.)
(f) Najdéte \-term F, tz. FII =x a FK =y.

12. Necht G = C[f,n] je Afn.if Zero n then 1 else 2 * (f(Pred n))
a) Co poc¢ité (rekurzivni) funkce F's def. FN = GFN
b) Najdéte explicitni vyjadreni F
c¢) Redukujte F' 2
d) Jakou funkci pocita koneény pocet k aplikaci G na nikde nedefinovanou funkci L (bottom). Tj. ¢, G,
vyjaddfeno pomoci Churchova numeralu.

11. (DC) Superkombindtory jsou kombinétory, kde kazda lambda abstrakce (v8ech svych proménnych)
je opét (uzavieny) superkombinator. Teda kazdy term S tvaru (AziAzs ... A\x,.E), n > 0 je superkombina-
tor (Cetnosti n) pokud plati, ze S nema volné proménné, £ nezacina A-abstrakci a kazda lambda abstrakce
v E je opét superkombinétor. Tj. i vnorené funkce (vSech svych vic proménnych) jsou uzaviené, tj. nemaji
nelokalni termy. (Pro pfipomenuti: kombinatory jsou uzaviené A-termy.) Konstanta je taky superkombi-
nator.



Pi.: Ax.x(\y.zy) — Ar.x((AzAy.2y)zx)

a) prevedte na superkombinétor: A\fgh.f(Ay.g(hy))

b) ptrevedte YV, Y,, ©, na superkombinator.

c) jsou S, K, I superkombinétory?

Impl: lambda-lifting, (superkombinatory nepotfebuji environment/ohodnoceni): funkce s volnymi promén-
nymi dostanou navic nové argumenty a ptivodné volné proménné se predaji jako nové hodnoty argument,
vznika closure.

15. Def. Mnozina A A\-termi je uzaviend vzhledem k rovnosti, pokud pro lib. termy M, N plati: pokud
M e Aa M =5 N, potom N € A.
Dokazte zobecnéni Scottovy véty (sl. 54) a dusledky:
a) Z1104: Nech A, B jsou neprazdné mnoziny A-termt uzaviené vzhledem k rovnosti. Potom A a B nejsou
rekurzivné oddélitelné. Tj. neexistuje rekurzivni mnozina R, tz. A C Ra B C —R.
a.l) jiny zptisob pouziti diagonalizace/véty o pevném bodé: pokud je oddélujici funkce totélni, pak pevny
bod (analogického funkcionélu k sl. 55) nepatii ani do A, ani do B.
Aplikace/Disledky:
b) Scott (54): A uzaviend k rovnosti, A # (), A # A, potom A neni rekurzivni
c¢) Church (60): {M|M ma NF } neni rekurzivni (a je rekurzivné spocetnd)
d) Relace konvertibility neni rekurzivni. Hint: A = {M|M = I}
e) Nech E je konzistentni mnozina rovnosti. Potom relace =g E-konvertibility v teorii A+ E neni rekurzivni.
(Konzistentni rozsiteni A-kalkulu jsou nerozhodnuteln4.)
f) Problém zastaveni neni rozhodnutelny. Hint: A = {M|M ma hlavovou normalni formu }

4. cviceni

8. Kombinatoricka logika CL, (SK kalkul), eliminace abstrakce
V A-kalkulu plati:
a.l) \v.x = SKK (=1)
a.2) \e.M = KM, prox ¢ FV(M)
a.3) A\e. M N = S(Az.M)(Az.N)
Tvrzeni davaji (az) algoritmus pfekladu do aplikaci S a K, pokryvaji vSechny ;-) struktury termu a vylucuji
se. Termy vpravo znac¢ime \*z.xz, N*z.M a \X*z.MN.
Def. Kombinatorickd logika (CL) mé axiomy pro K a S: KMN = M, SMNL = ML(NL). Déle schemata
pro rovnost a dosazovani v aplikaci (s. 17, kromé & (ksi), které v CL neplati: M =c;, N % .M =¢p
Az.N). (CL nemd abstrakci, vazané proménné a a-konverzi.) Termy kombinatorické logiky C jsou S, K,
(volné) proménné x a uzaviené na aplikaci. (T::=V|<prim>|TT, v jinych systémech se primitivni funkce
mohou lisit)
Redukce v CL (analogicky s.65): osnova slabé w-redukce (i.1): KMN —,, M a SMNL —,, ML(NL),
déle jednokrokova redukce, redukce, konvertibilita
Plati:
b.l1) SKK #¢r I, prol s IM =M
b.2) SKKz =¢p x (= Ix)
b.3) CL SKK = SKS, pfitom SKK =5 SKS
Pozn: z b.3 vidime, ze dokazatelnost (a slaba w-konvertibilita) v CL nesplyva s dokazatelnosti v A (a
B-konvertibilitou). ("Neshodu” 1ze odstranit pfidanim axiomt — za cenu ztraty jednoduchosti. Napf. K =
Nxy.Kxy, tj. popis chovani pfi nedostatku argumentu. (?Kritické pdry.))
Pt: Vyjadfovani pomoci kombinatort: F' je komutativni pomoci kombinatoru C': misto Vz,y : Foy = Fyx
pozadujeme pro C rovnost C'fry = fyxr a komutativita F je vyjadiena C'F = F.
Pt¥: F je asociativni: Vx,y,z : Fa(Fyz) = F(Fxy)z, zavedeme A;, Ay splinjici Ay fryz = fx(fyz) a
Ay fryz = f(fry)z a poZzadujeme pro F rovnost A1 F = Ay F
(c) Pfevod A-termi do kombinéatord S a K ; iplnost



d) kédovani A-termti pomoci A* transformace/notace do termt kombinatorické logiky (podle b). [Zavedeni
A* : A — C neznamend zavedeni lambda abstrakce, ale pouze syntakticky cukr (synt. pozlatko).

(e) Definice B,C (a W, K) ; Gplnost. Bfgx = f(gz), Cfry = fyx. Jsou podobné Sxyz, ale argument z
nepropaguji do z, resp. y. (W fx = fxx)

(e.1) CL; (vs. CLk) pro strikni funkce (A;: v Az.E méa prom. x aspon jeden vyskyt v E): pouziva S, B,
C, I (bez K)

(f) ?Extrémni programovani”: stac¢i jeden kombindtor X = Ax.x KSK a plati XXX = K a X. XX = S.
(pozn. C-H izo: typ X obs. K a S v piedpokladech)

Pozn: pravidlo M = N AN = L = L = M zahrnuje/nahrazuje symetrii a tranzitivitu.

9. Prevedte do CL
a) A\r.zzx, tj. napiste \*x.zx
b) (K=)\zy.z, b2) (K,=)\zy.y
c

d) d1) Azy.zx, d2) Axy.yy, d3) A\zy.xy
e) Prevedte do S, I, B, C: el) Azy.yz, €2) Azy.xy, e3) A\x(\y.y)z

10.-15. viz vys$

16. a) Jak vypada [D — D] pro jednoprvkové D7
b) Plati v jednoprvkovém modelu S # K7
c¢) Disledek?

5. cviceni
Typovany Lk.

Errata. Kalkulus 1.

54, dolu. #A = {#M|M € A} misto #A = {#M|M € A}
60, nahote. NF' = {M|M has a normal form} misto NF = {M|M a normal form}
109 dole tiplné vpravo: chybi prava zavorka: ... = || M || ,@:=n,)

Kalkulus 2.

30. Ex. S = (Azyz.zz(yz)) misto S = (Azyz.zy(yz))
32. pod ¢arou. Auv.u : misto Auw :

33(,34). M'— >>3 M, viz doporuceny uc. text 5.12
42 ¥.2: and and

45¢c)zokF (A\y:1.2): (1 — 0)

82 b) F (A\zy.y) : (Vaf.a — B — B)

99 terminologie: preorder: kvaziusporadani, predusporadani
Wi iTo<T,0<p=0<TNp

103 a) - (A\z.zz) : (60 = 7)Nag) — T

114 i) F'Fex:0=30" >0((z:0)el)

182 iii. including B

Kalkulus 3.

53 1.2 conjunction

Komentéare:
s 21. Piima rekurze pomoci komb. pevného bodu, vzajemnéa rekurze pozdéji pomoci dvojitého pevného
bodu. (Podobné: pevny bod pro n rovnic.) Impl: Jeden pevny bod pro cely program vs. (stratifikovand)
definice pro komponenty silné souvislosti v grafu zavislosti.



116: prvni varianty kombinatorické logiky a lambda kalkulu byly nekonzistentni. :-(
Lambda 2, 99: kontravariantné v argumentu, kovariantné ve vysledku

Pozn.

A.1 Pouziti Y a Mu(u) v datatypu (alias Fix, FixF), zpracovani po trovnich; fold, unfold, refold

A.2 71 103: rekurzivné neoddélitelné mnoziny

A.3 Hlavova NF: nelze redukovat funkei (i pod A-abstrakei), ale nestardame se o redukei argumenti; ma
tvar M = Axy...x,.yL1...L,, . Termy bez hlavové NF lze povazovat za oznaceni nedefinovanych vyrazi.

A.3.1 71 96: nelze ztotoznit termy bez NF; ZL 138: pro M, N v NF(!) je v lambda,eta teorii bud M = N
nebo M#N

A .4 Ptepisovaci systémy (rewriting s.), Knuth-Bendixtv alg. pro dokazovani v rovnostnich teoriich,
neselhavajici varianta KB; rippling; konfluence, slaba konfluence;

A5 v druhém semestru: Curry-Howarduv izomorfizmus (a ”proof assistants”), zavislé typové systémy
(pt. vektory s délkou);

Dokazovace jsou killer application pro OCAML, (ale: soutéz dokazovaci vyhréavaji ty rychlé)

A.5.1 implicitni typovéani v Haskellu; pti rozsifenich explicitni typ pouze u uré¢itych konstrukei; (statické)
typy taky umoziiuji optimalizace (v runtime se (nepouZivaji, a proto) netestuji tagy/typy); Haskell jako
typova laborator;
typy: (velmi) rizné pouziti (polyTypické, fantomové, multistage, BTA v PE: Binding Time Anotation) ...,
statické typy vyvolaji typovou chybu p#i kompilaci (1. v netestovanych ¢astech, 2. v jiné tirovni (generovany
string, on-the-fly, DSEL - ale: kryptické chybové hlasky))

A.5.2 Vztah k teorii (k teorii kategorii); funktory, monady, komonady, Arrows, Fix, FixF pro datové
typy, fold, unfold;

... anastroje: GADT (Generalized Abstract Data Types), aplikativni funktory, aktivni konstruktory;

... a diivejsi praci: s-vyrazy ~ XML;

... parametricity; catamorphism, anamorphism, paramorphism (cata/fold se zachovanim hodnoty), apo-
morphism, hylomorphism = cata(f).ana(g) (je pfipad deforestation), metamorphism ...

A.5.3 implementacni triky: superkombinatory, grafové prepisovani, lambda-lifting - pfeména lokélnich
procedur na globalni (viz jiné pfednésky) - a lambda dropping, closure conversion; defunkcionalizace (s
pomoci apply); full laziness (pro ¢asteéné aplikované funkce)

A.5.4 HOAS: higher-order abstract syntax, repr. abstraktnich syntaktickych stromt s vazanymi pro-
ménnymi, prom. nemaji jména a jejich vyskyty ukazuji na vazaci misto; mozna impl. HOAS: de Bruijn
indexy; FOAS: first-order abstract syntax;

A.6 pull (FP) vs. push (OO) alg./styl, prace s celymi dat. strukturami, ”vzory” rekurze: map, fmap,
fold, unfold, scan, ...; Filter-Map-Reduce; lambda abstrakce (FP: lambda funkce, closures) umoziiuje dy-
namickou vazbu, hooks, (implementaci TVM, parametrizaci pomoci ”vymény” procedur, metaparametry;
srv. Lua: metatabulky);
vyhody a pfinosy Lispu (Paul Graham, viz);
abstraktni interpretace: pocitani s jinou, typicky omezenou sémantikou; pouzitelné pro globalni analyzu
programu pied kompilaci; (impl.: ...); pf: misto standardni sémantiky regularnich vyrazii/BKG nad jazyky
pocitam first, empty a follow (v koneénych doménéch);

A.7 Manipulace s programy: odvozovani typti, ¢astecné vyhodnocovani (partial evaluation, PE), Futa-
murovy projekce, optimalizacni transformace (map f.map g=map(f.g)), pocitani s programy (fusion laws,
P. Wadler: Theorems for free!; pointfree vs. pointwise), (taky run-time code generation), deforestation;
Jiné styly/druhy psani: (continuation passing style); polytypické programy (pro pfedstavu: umozni vyge-
nerovat definici funkce map pro uzivatelsky datatyp pomoci strukturalni rekurze podle struktury typu),
generic programming: Generic Haskell; (multi-)staged programming (vicetiroviiové programovéni): Meta-
OCaml, (MetaML), (pro predstavu: generuje typové bezpeény kéd za béhu (typesafe run-time code gene-
ration), napf. .<int->int>.; nepfesné/zjednodusené: typoveé spravna makra), splicing - vkladani kédu (a



dat) - typové spravné, (operace: .< >., ~ splice, lift, run);
meta-jazyk a objektovy jazyk; ptistup k zdrojéku (string nebo syntax tree): lispovské eval (A.8b), quasi-
quote; Template Haskell [| |];

A.7.1a Type-directed partial evaluation (TDPE);

A.7.1b Normalization by evaluation (NBE): vyuziva pfevod do domén a zpatky - fce reflect a reify;
reifikace; eta-dlouha forma;

A.7.2 Dokazovani vlastnosti programu/modulii, zapisovani vlastnosti (napf. pro unit testy, rev(rev(x))=x);
QuickCheck - testovani vlastnosti pomoci ndhodnych vstupt (srv: redukce tfidicich siti na 0-1 vstupy) -
pozdéji preveden do jinych jazykw; (navic Hs: (néjaky) generdtor ndhodnych vstupi, i strukturovanych
dat (seznamy, stromy, funkce ...) vygenerovan automaticky pomoci typovych t¥id (pfi trosce opatrnosti))

A.8a pohled zvrchu na hierarchii jazyka (Paul Graham);

A.8b Greenspun’s tenth rule: Any sufficiently complicated C or Fortran program contains an ad hoc,
informally-specified, bug-ridden, slow implementation of half of Common Lisp.
(Morristuv dodatek: :-) ... véetné Common Lispu)

A9 vétsi abstrakce = kratsi programy (=méné chyb=lepsi udrzovatelnost), abstrakce dovoli lepsi/obecnéjsi
navrh; (nédvrhové vzory (skoro) jako kéd: co je (ve FP) vzor Strategie? apod.; ale: FP ma jiné navrhové
vzory), znovupouzitelnost a parametrizace, véetné metaparam.;

Pro "uzivatele”: Tvorba DSEL: Domain Specific (Embedded) Languages, domenové kombinatory (napf.
parsery), (napf. generovani spravnych (DTD valid) XML/HTML dat, SQL dotazi); prototypy, psani in-
terpreti, fantomové typy;

A.10 Kombinace FP a LP: funkcionalni logické programovani, napi. jazyky Curry, Mercury; obsahuje
vypoctovy mechanizmus Narrowing (zuzovani), pouziva substituce, rewriting; vstup: funkcionalni term s
logickymi proménnymi;

FP: OCAML; FP+OOP: Scala (nad JVM), F# (nad .NET); nékteré rysy maji skriptovaci jazyky (ale:
dynamické typovani)



