Strojové dokazovani v predikatové logice

m velkd vyjadfovaci pro reprezentaci znalosti

m vypoletné narocnéjsi, Casto se pouziva jen jeji ¢ast



P¥iklad:Wumpus World

Umluva: a, b, c,d jsou konstanty, x, y,z proménné
f, g funkce, p, g predikaty

U diry tdhne

Vy (breezy(y) < Ix|[pit(x)&adjacent(x, y)])
Wumpus smrdi

Yy (smelly(y) < 3x[wumpus(x)&adjacent(x, y)])

Jeden Wumpus

Vx,y (wumpus(x)&wumpus(y) < x = y)

Sousedni_ (trochu problém)

adjacent([1,1],[1,2)&. ..

Fakta

smelly([1, 2])&—smelly([2, 1])&—breezy([1, 2])& breezy([2, 1])




Alternativni baze

dva funkéni symboly, r, u (right, up), pocate¢ni pozice a

Sousedni

adjacent(r(x), x)&adjacent(u(x), x)&adjacent(x, r(x))&adjacent(x, u(x)
Fakta

smelly(u(a))&—smelly(r(a))&breezy(r(a))&—breezy(u(a))



Standardni skolemovska forma formule

prevedeme formuli na prenexni tvar (ekvivalentni formule)

vnitfek formule pfevedeme na konjunktivni normalni formu
(ekvivalentni formule)

existen&ni kvantifikatory nahradime Skolemovskymi funkcemi
(stejna splnitelnost)



MnoZina klauzuli

m zbyly jen univerzdini kvantifikdtory; vynechdme je a budeme
povaZovat v8echny promé&nné za univerzalné kvantifikované

m vynechdmim znak{ & p¥evedeme formuli na mnoZinu klauzuli

MnozZinu klauzuli chdpeme jako konjunkci viech klauzuli v S, kde
kazda proménna v S je vazana velkym kvantifikatorem.




Normalni tvar — ptiklad

Formule

Yy (breezy(y) < Ix|[pit(x)&adjacent(x, y)])

prenexni tvar

Vy3xVz ([breezy(y) =

pit(x)&adjacent(x, y)|&|[pit(z)&adjacent(z,y) = breezy(y)])
KNF

Vy3xVz ([-breezy(y) V pit(x)|&[—breezy(y) V

adjacent(x, y)|&[breezy(y) V —pit(z) V —adjacent(z, y)])
Skolemovskd varianta

VyVz ([~breezy(y) V pit(f(y))]&[—breezy(y) v
adjacent(f(y), y)]|&|[breezy(y) V —pit(z) V —adjacent(z, y)])
Klauzule

{[~breezy(y) V pit(f(y))], [-breezy(y) V
adjacent(f(y),y)], [breezy(y) V —pit(z) V —adjacent(z, y)|}




Skolemovska forma

Nelze tvrdit: Skolemovska forma formule F je pravdiva pravé kdyZ?
je formule F pravdiva.

P¥iklad Wumpus, formule 3x breezy(x)

skolemovska forma breezy(f).

Theorem

Skolemovska forma formule F je splnitelna pravé kdyZ je pidvodni
formule F splnitelna.

Theorem

Necht S je mnoZina klauzuli vznikld pfevodem formule F do
normdlniho tvaru. Potom F je nesplnitelna pravé kdyz S je
nesplnitelna.



Jak odvodit Q = wumpus([1,3])?

’ H z logiky \ organizovangji

sémanticky || projit v8echny realizace (c0) | sémanticky strom
syntakticky z axiom( PL a MP, Gen rezoluci
SnaZime se dokazat spornost baze znalosti a negace dotazu
KB U {—=Q}, tj. nesplnitenost této mnoZiny.




Realizace, model

Definition (Realizace)

Realizace sestava z:

mnoziny M zvané baze
realizace funkénich symbolti | f(xi,...,xx) | zobrazeni M¥ — M
realizace predikatd p(xi,...,x1) | M" — {true, false}

Definition (Model)

Realizace je model teorie S (tj. KB™), pokud jsou v této realizaci
pravdivé viechny formule S pro vSechna ohodnoceni volnych
proménnych (resp. volné promé&nné povaZujeme za univerzdlng
kvantifikované).



Motivace

ProzkouSet vSechny baze a realizace by bylo dost obtiZzné. Sta&i
prozkouSet Herbrandovu bazi s jasnou realizaci funk&nich symboli;
zbydou ndm k prozko$eni riizné realizace predikatd.



Herbrandovo univerzum Hs

Definition (Herbrandovo univerzum Hs)

Necht Hy je mnoZina vech konstant objevujicich se v S;
neobsahuje-li S Zadnou konstantu, zvolime né&jakou a a poloZime
Ho ={a}. Proi=0,1,2,... poloZime H;1 jako sjednoceni H; a
mnoziny viech termi f"(t1,...,t,), kde " je funkeni symbol z S
aty,..., tn € Hi. Polozime Hs = U2 H.

Example

KB: H=Hy =1{[1,1],[1,2],...,[3,3]} (z KB)
z alternativni baze

Ho = {a}
H1 = {a,u(a), r(a)}

= {a,u(a), r(a), u(u(a)), r(u(a)), u(r(a)), r(r(a))}
H {a,u(a), r(a), ..., u(r(u(u(u(r(u(a))))))), .-}



Priklady

Example (1)

S = {p(a), ~p(x) V p(f(x))}-

Ho ={a}, Hi ={a,f(a)}, H. = {a, f(a), f(f(a))},...,
Hs = {a,f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),...}

Example (2)

S ={p(x) Val(x), r(z), t(z) V ~w(y)}.

H1: H2:...:{a}.

Example (3)

S= {p(f(X), a,g(z), b)}

Ho = {a, b}, Hy = {a, b, f(a), f(b), g(a), g(b)},

Hy, =

{a, b, f(a), f(b), g(a), g(b), f(f(a)), f(£(b)), f(b(a)), f(g(b)),
g(f(a)), g(f(b)), g(g(a)), g(g(b)),...}.



H-realizace S, Herbrandova baze pro S

Definition (H-realizace S)
Necht Hs je Herbrandovo univerzum mnoZiny S. | je H-realizace
mnoziny S , jestliZe je to realizace s defini¢nim oborem Hs a

m /| pfifazuje vem konstantdm z S je samé

m je-li " funk&ni symbol z S, pak je f" realizovana funkci, kterd
n-tici (hy,..., h,) € HZ pfitazuje f"(hy, ..., hy), coZ je jeden
zcela uréity prvek Hs, viz konstrukce Hs.

Definition (Herbrandova baze pro S)

MnoZina As vdech zdkladnich atomickych formuli p"(t1, ..., ts),
kde p" je predikatovy symbol z S a t1,...,t, € Hs se nazyva
Herbrandova baze pro S.



Herbrandova baze pro S, H-realizace S

K zadani konkrétni H-realizace / je tedy t¥eba realizovat
predikdtové symboly z S. Je-li As = {A1,..., Apn, ...}
Herbrandova baze mnoZiny S, miZeme /| repezentovat jako
{L1,...,Lp,...}, kde L; je bud A; nebo —A; (tj. kaZdy pedikatovy
symbol z S popsat jeho charakteristickou funkcr).

Example

S = {p(x) V q(x), r(f(h))}.

Hs ={a,f(a), f(f(a)),...}

As = {p(a), q(a), r(a), p(f(a)), q(f(a)), r(f(a)), ...}
H-realizace jsou napftiklad:

h ={p(a), q(a), r(a), p(f(a)), a(f(a)), r(f(a)),...}

kb = {=p(a), q(a), ~r(a), ~p(f(a)), ~q(f(a)), ~r(f(a)),...}
= {=p(a), q(a), =r(a), p(f(a)), a(f(a)), ~r(f(a)),. ..}



Definition

Necht / je realizace s defini¢nim oborem M, I* H-realizace.
Rekneme, %e I* je asociovand s [, jestlize existuje zobrazen{

F : Hs — M takové, Ze pro kazdy predikat p™ a hy, ..., h, € Hs,
plati: je-li p"(F(h1),..., F(hn)) je true resp. false v I, potom
p"(hi,..., hy) je true resp. false v [*.

Lemma
Jestlize mnoZina klauzuli' S je splnéna v realizaci |, pak je splnéna
v kaZdé H-realizaci I* asociované s |.

Ohodnoceni na zakladnich atomech je stejné, proto je stejné i na
atomech spojenych log. spojkami atd.

Theorem

MnoZina klauzuli' S je nesplnitelnd pravé kdyZ S neni splnéna v
Zadné H-realizaci.

Je-li pravdiva v néjaké realizaci, je pravdiva i ve viech asociovanych
H-realizacich a aspofi jedna asociovana H-realizace existuje.



Example (Konstrukce asociované H-realizace)

Necht naptiklad S = {p(x), q(y, f(y,a))} a necht / je dana takto:

M=1{1,2}, a
a | f(1,1) | f(1,2) | f(2,1) | f(2,2)
2 1 2 2 1

p(1) | p(2) | a(1,1) | q(1.2) | a(2,1) | q(2,2)
true | false false true false true

Herbrandova baze pro S je As =

{p(a), q(a, a), p(f(a, a)), q(a, f(a, a)), a(f(a, a), a), a(f(a, a), f(a, 2)), . . .}



a f(1,1) | f(1,2) | f(2,1) | f(2,2)

2 1 2 2 1
p(1) | p(2) | a(1,1) | a(12) | a(2,1) | a(2,2)
true | false false true false true

Nyni ohodnotime prvky As v souhlase s /:

p(a) = p(2) = false
q(a, a) = q(2,2) = true
p(f(a,a)) = p(f(2,2)) = p(1) = true

q(a, f(a,a)) =q(2,1(2,2)) = q(2,1) = false
q(f(a,a),a) = q(f(2,2),2) = q(1,2) = true
1) =

q(f(a a),f(a,a)) = q(f(2,2),1(2,2)) = q(1,

= false

I*={=p(a), a(a, a), p(f(a, a)), ~q(a, f(a, 2)), a(f(a, a), a), .-

3.



Vice asociovanych H-realizaci

Jestlize S neobsahuje Zaddnou konstantu, pak symbol a, uZity p¥i
vytvateni Herbrandova univerza, miZeme zobrazit na libovolny
prvek defini¢niho oboru M realizace | (ma-li tedy M vice nez jeden
prvek, dostaneme vice nez jednu H-realizaci asociovanou s /).

Je-li napt. S = {p(x),q(y,f(y,z))} a I jako vyse, dostaneme pro
zobrazeni a — 2 stejnou asociovanou H-realizaci jako vySe, zatimco
pro zobrazeni a — 1 dostaneme H-realizaci asociovanou s /

1" ={p(a), —q(a, a), p(f(a, a)), —q(a, f(a, a), ~q(f(a,a),a),...}.



Definition ((jednoduchy) sémanticky strom pro S, &aste¢nd

realizace)

Necht S je mnoZina klauzuli, As Herbrandova béze pro S.
Sémanticky strom pro S je kofenovy bindrni strom T, kde:

m z kazdého uzlu N vychazeji dvé hrany oznalené
komplementarnimi atomické formule z As (tj. L a L)

m pro kazdy uzel N ozna&me /(N) sjednoceni viech mnoZin,
které ohodnocuji hrany cesty z kotene do N, pak /()
neobsahuje Zddnou komplementdrni dvojici.

I(N) nazyvdme &aste¢nd realizace.

Tentokrat je sémanticky strom &asto nekonetny!



Sémanticky strom

Lo R E
L] By
2 B D‘[]"‘ - Koe
Uplny strom *donekonetna

bud S splnitelnd v /(B), nebo ex. uzellseégém.



Obdoba definic z minule

Definition (Uplny sémanticky strom)

Necht As je Herbrandova baze pro S. Sémanticky strom pro S je
aplny, jestlize pro kaZzdy jeho list N mnoZina /(N) obsahuje A;
nebo —A; pro kazdé A; € As.

Definition (Uzel selhani)

Uzel N je uzel selhani, jestlize existuje n&jaka klauzule z S, kterd je
nepravdivd v /() a soutasn& Zadna klauzule z S neni nepravdiva v
#4dné I(N!), kde N! je predchiidce uzlu N.

Definition (Uzavfeny sémanticky podstrom)

Podstrom T sémantického stromu je uzavreny, jestlize list kazdé
vétve T je uzel selhani.



Lemma (Koenigovo lemma)

Je-li T strom s konecnym vétvenim obsahujici nekone¢né mnoho
vrcholii, potom v T existuje vétev nekonecné délky.

Theorem (Herbrandova véta, verze I)

MnoZina klauzuli' S je nesplnitelnd pravé kdyZ ke kaZdému dplnému
semantickému stromu pro S existuje koneény uzavFeny podstrom
se stejnym korenem.

S nesplnitelnd = S nepravdiva v /(B) pro kaZdou v&tev B, =

ex. C € S, zakladni instance C! nepravdivé v I(B).

Cl konetns disjunkce, strom dplny, proto po kone€ném pottu hran
z kofene dorazim do uzlu selhani.



s w7

Term, literdl, klauzuli neobsahujici Zddnou proménnou nazveme
zakladni term, literal, klauzule.

Theorem (Herbrandova véta, verze I1)

MnoZina klauzuli'S je nesplnitelnd, pravé kdyZ existuje konecna
nesplnitelnd mnoZina S! zakladnich instanci klauzuli z S.

Diikaz

= Necht S je nesplnitelnd, T strom, z | existuje kone&ny
uzavieny podstrom. Oznalme Sl mnoZinu zakladnich klauzuli,
které jsou nepravdivé v nékteré z &astednych realizaci
odpovidajicich stromu T!. S| je nepravdivé v ka#dé realizaci, proto
je S nesplnitelna.

<= Kazd3 realizace | mnoZiny S obsahuje realizaci /| mnoziny S!.



Priklad

S = {p(x), ~p(f(a))}
S nesplnitelnd, S! napr. Sl = {p(f(a)),—p(f(a))}

S = {=p(x) vV q(f(x), x), p(g(b)), 7aly, 2)}
S nesplnitelnd, S! napt.S! =

{-p(g(b)) v q(f(g(b)), &(b)), p(&(b)), ~q(f(g(b)), &(b))}



UZiti Herbrandovy véty

Mé&jme nesplnitelnou mnoZinu klauzuli S. JestliZe existuje efektivni
procedura, kterd generuje postupné mnoZiny 5|,5| . S|
zakladnich instanci klauzuli z S a testuje jejich nesplnltelnost,
potom Herbrandova véta verze Il zaru€uje, Ze tato procedura najde
(kone¢né) N takové, Ze S,‘V je nesplnitelna.

Gilmore (1960) sestavil program, ktery postupné& generoval
mnoziny S‘,S‘,.. 5‘ ..., kde S,.| je mnozina v3ech zakladnich
instanci, vzniklych nahrazenim promé&nnych obsaZenych v S prvky
mnoziny H; (tj. konstantami i-tého stupné& vznikymi p¥i vytvéfeni
Herbrandova univerza). Kazdé Si‘ je konjunkce zdkladnich klauzuli,
jeji nesplnitelnost lze tedy testovat pomoci libovolné metody,
uZivané pro tento U&el ve vyrokovém po&tu. Gilmore uZil tzv.
multiplikativni metodu, tj. pfevod Si| na disjunktivni normalni tvar.
KaZdy disjunkt (tj. konjunkce) obsahujici komplementarni dvojici
se skrtne (je nesplnitelny), je-li n&jakd 5‘ po tomto gkrtani

______ LM B R B



Zakladni rezoluce (rezoluce bez promé&nnych)

Definition
Necht AV L a =LV B jsou zakladni klauzule. Pravidlo zakladni
rezoluce z nich odvodi klauzuli AV B.

Kladni resol AVL —-LVB
zékladni rezoluce VB

—~wumpus([1,3])Vsmelly([1,2]) —smelly([1,2])
—wumpus([1,3])

naptiklad

Formule (A V B) se nazyva rezolventa formuli (AV L) a (—LV B).
Literdly L a =L se nazyvaji dopliikové literdly.



Ale co s proménnymi?

—~wumpus(x) V —adjacent(x,y) V smelly(y) —smelly([1, 2])



