EM algoritmus

pouzivéa se pro odhad nepozorovanych velicin.
Jde o iterativni algoritmus opakujici dva kroky:

e Estimate, ktery odhadne hodnoty nepozorovanych dat, a

e Maximize, ktery maximalizuje vérohodnost vzhledem k datim pfes uvazované
modely.

Pro¢ zahrnovat do modelu neznamé veli¢iny

e Zname model, nékteré veli¢iny nemtizeme pozorovat.
e Nezndma nepozorovana veliCina zavini, Ze vSe souvisi se vSim.

e Casto se pouzivaji smeési gausovskych rozlozeni: na klastrovédni, na popis funkce
pfi zpracovani obrazu, atd.



Estimate

e Mam model (z pfedchoziho kroku, na poc¢atku volime parametry napt. ndhodné ¢i
rovnomérnou distribuci).
e Pro kazdy fadek dat:
— vlozim do modelu evidenci na veli¢inach, které jsem pozorovala,
— podivadm se na pravdépodobnost velicin, které pozorované nebyly,

— fadek dat rozdrobim na spoustu dilkti, kazdy s jinymi hodnotami
nepozorovanych veli¢in, vdaha dilku odpovida pravdépodobnosti situace,
soucet vah drobkt je 1.



Maximize
e Pro nékteré modely to umime odminule:
e gausovska distribuce

e bayesovska sit’



Smeés gausovskych distribuci

e 2 distribuce maji parametry: 7, 11, (712, L, (722, na zacatku u ndhodné, m = 0.5, 0 =

vybérovy rozptyl
e Estimate — krok:
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e Maximize — krok: odhadnout stfedni hodnoty a rozptyly,
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e aiterujeme EM do konvergence.



Smeés gausovskych distribuci

e Estimate: vlozim evidenci, zapisi si distribuci na komponentach C,
Pij = P(C — z\x]) = X" P(x]]C — Z) y P(C — Z)

Definujeme soucty pres vsechny pfiklady j pro jednotlivé komponenty:
N
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e Maximize: pro dand data spofteme maximdalné vérohodny odhad:
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EM algoritmus

Lze dokézat, Ze v kazdém kroku zvysi vérohodnost modelu.

Nakonec (moZné) najde model s vétsi vérohodnosti, nez md model ptivodni.
Data jsou generovand nadhodné a nemusi tiplné pfesné vystihovat ptivodni model.

Za jistych predpokladii se d4 dokazat, ze EM konverguje k maximu, obecné jako
kazd4 gradientni metoda muZze ztstat v lokdlnim maximu.

Narozdil od vétSiny gradientnich metod nemédme parametr velikost kroku.

Spis je problém, ze ke konci konverguje pomalu, neZ Ze by ztistal v lokalnim
maximau.



EM algoritmus pro bayesovské sité
e Zakladni princip je stejny — Estimate a Maximize.

e Priklad: Dva pytle bonbént nékdo smichal dohromady. Kazdy bonb6én mé néjaky
obal Wrapper a ptichut’ Flavor a bud’ v ném jsou dirky Holes, nebo ne. V kazdém
pytli byl jiny pomér pfichuti, jiny pomér déravych bonbont k nedéravym atd.

Ptiklad se da popsat jako naivni bayesovsky model.



Priklad

Snédli jsme 1000 bonboénti a zapsali, co jsme pozorovali:

W=red W=green
H=1 | H=0 || H=1 | H=0

F=cherry || 273 | 93 104 | 90
F=lime 79 | 100 94 | 167

Pocate¢ni parametry modelu zvolime:
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e Odhad 0: kdyby byla pozorovand, spocteme podil bonbont z prvniho balicku ke
vSem bonbontim.

e ProtoZe ji nepozorujeme, s¢itdime ocekavané pocty

o) _ 1 N P(flavor;|Bag = 1)P(wrapper;|Bag = 1)P(holes;j|Bag = 1)P(Bag = 1)
N3 yZ P(flavorj|Bag = i) P(wrapperj|Bag = i) P(holes;|Bag = i)P(Bag = i

(normalizacni konstanta dole také zalezi na hodnotach parametrti).

Pro bonbén red, cherry, holes dostaneme:
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. £ 0 , . e . v, v 273
takovych bonbénti mame 273, tedy je jejich pfispévek 57 - 0.835055.

Podobné spocteme piispévky dalsich sedmi policek a dostaneme:
o)) = 0.6124

e Odhad 0r; by v plné pozorovaném piipadé byl ...



e My musime pocitat podil o¢ekdvanych pocth Bag = 1&F = cherry a Bag = 1, j.

o) _ Zj;Flavorj:cherry P(Bag = 1|Flavor]- = cherry, wrapper;, holes]-)
F1 —

Y.; P(Bag = 1|cherry;, wrapper;, holes;)
e Podobné dostaneme:

01 = 0.6124, 6\) = 0.6684, 6] = 0.6483,61) = 0.6558,

o\ = 0.3887,6\1) = 0.3817,6'}) = 0.3827



Pozn: V Bayesovské siti 1ze ucit parametry tak, Ze postupné vlozime jeden ptiklad za
druhym a s¢itdme pravdépodobnosti pro jednotlivé konfigurace ditéte plus jeho
rodi¢t. Tim dostaneme oc¢ekavané Cetnosti (resp. po vydéleni poctem piikladu), z
ocekdvanych cetnosti spocteme parametry podilem odpovidajicich ¢etnosti, tj.

Cetnost (X; = xi]-&pﬂl(Xi) = paj)

O <
'k Cetnost (pa(X;) = pay)



Obecny EM algoritmus

Mame-li po¢atetni odhady parametrti 6(°), skryté proménné Z a pozorovana data, pak
muzeme jeden krok EM algoritmu zapsat pfifazenim:

0UtY) < argmaxyy Y. P(Z = z|data,0Y) - L(data, Z = z|6'"))

ze/



