Bayesovské uceni

Jak slozité odvodit znadmé véci
nové pojmy: nejpravdépodobnéjsi hypotéza (MAP), maximalné
vérohodna hypotéza (ML), bayesovsky optimalni predikce



Jednotlivé predikce budeme uvadét na nésledujicim prikladu (ktery
se bude postupné zesloZitovat).

Pfedpoklddejme, Ze vyrobce vyrabi velké pytle bombont. Bombony
jsou dvou druhtt — bud plnéné (1), které mi nechutnaji, nebo celé (c),
které jsou vyborné. Vyrobce ale chce provokovat zdkaznika, tak bali
oba druhy do stejného obalu a navic do velkého pytle namiché oba
druhy v jednom z nésledujicich poméru (procent celych bomboént):

hypotéza h1 hz h3 h4 h5
procent celych b. 100% | 75% | 50% | 25% | 0%
apriorni pravdép. hyp. | 10% | 20% | 40% | 20% | 10%

Prvni bombén je cely (neplnény). Otdzka zni, jaky bude dalsi
bombon, vytazeny ze stejného pytle?




nejpravdépodobnéjsi hypotéza
MAP — maximum aposteriory probability

Pfedpokladédme, ze pytel bonbont je velky a mtizeme zanedbat
zmeénu pravdépodobnosti zptisobenou tim, Ze uz v pytli jeden
bonboén chybi. Vzpomeneme si na bayestiv vzorec:

P(B = c|h;) - P(h;) _ P(B=cl|hi) - P(hi)

P(hi|B = c) = S 1,5 P(B = c|h;) - P(h;) N P(B =c)

Hleddme nejpravdépodobnéjsi hypotézu
argmax;P(h;|B = ¢) = argmax;P(B = c|h;) - P(h;). Pro jednotliva i
spocteme hodnotu v tabulce:



i | P(hi) | P(B=cl|h;) | P(B=c|h;)-P(hi) | P(hi|B=c)
1 0,1 1 0,1 0,2
2 0,2 0,75 0,15 0,3
3 0,4 0,5 0,2 0,4
4 0,2 0,25 0,05 0,1
5 0,1 0 0 0




Nejpravdépodobnéjsi hypotéza je tedy hs, kterd nam predpovi dalsi
bonbén padesat na padesat.

hpmap = argmax;P(datalh;) - P(h;)

Pozn: nejpravdépodobnéjsi odhad koresponduje s MDL—- minimal
description length principem.

hymap = argmaxyP(data|lh)P(h)
= argminy,|—log, P(datalh) — log, P(h)]

kde prvni logaritmus odpovida kodovani dat pfi zndmé hypotéze a
druhy minimalnimu poctu bitti potfebnych k zakédovani hypotézy.



Bayesovsky optimalni odhad

Bayesovsky optimalni odhad vazi pfedpovédi jednotlivych hypotéz
pravdépodobnosti téchto hypotéz, .

J
= Z P(N =C h]) -P(h]-|data)
=1,...,5

P(N = c|data) = > P(N =cl|hj,data) - P(h;|data)
—T..5

J

Druhy pfechod muZzeme udélat korektné pouze za ptfedpokladu
podminéné nezavislosti novych pozorovani a starych pozorovani pfi
znalosti hypotézy h;. Tato nezavislost je splnéna napf. pokud jsou
jednotliva pozorovani identicky nezavisle rozloZend, zkratka iid -
independently identically distibuted.



i | P(hi|B=c¢) | P(N =c|h;) | P(N = c|h;) - P(h;|B = ¢)
1 0,2 1 0,2

2 0,3 0,75 0,225

3 0,4 0,5 0,2

4 0,1 0,25 0,02

5 0 0 0

> 0,645




Maximalné vérohodna hypotéza
ML - maximum likelihood

Casto se stava, Ze neznadm apriorni pravdépodobnost jednotlivych
hypotéz. V tom pfipadé se bere casto rovhomérnd distribuce, .
povaZzujeme vSechny hypotézy za stejné pravdépodobné, a
nejpravdépodobnéjsi odhad za tohoto pfidaného pfedpokladu
nazyvame maximdlné vérohodny odhad, tj.

hyp = argmax;P(datalh;)



Ptiklad na odhad parametrt
ML - maximum likelihood

Pfedpokldadejme, Ze se na trhu objevil novy vyrobce a my nezname
jeho apriorni pravdépodobnosti jednotlivych pomérti, ani pomery,
ve kterych bonbény micha.

Chci odhadnout pomér celych bonbént, tj. mtj prostor hypotéz
bude hg, kde 6 € (0;1). Kazda hg odpovida domeénce Ze podil celych
bonboént je pravé 0.

Nezndam pravdépodobnost jednotlivych hypotéz, proto hledam
maximalné vérohodny odhad.

Pfi dané hypotéze hy je pravdépodobnost vytazeni dané
posloupnosti ¢ celych a I pInénych bonboént:

P(data|hg) = 6° - (1 — 6)’



Castym trikem je rovnici zlogaritmovat:

L(datalhg) = c-log, 0+ 1-log,(1 —0)

Funkce L je logaritmus vérohodnosti hypotézy, cesky log likelihood.

Hleddme maximum pfes vSechna 0, tj. misto, kde se derivace rovnd

nule (¢i kraj..):

0L(data|hy)




Druhy ptiklad

Vyrobce zavedl riznobarevné obaly O (zeleny a modry) a do obou
bali oba druhy bonbént, ale pro kazdy druh bonbénu ma jinou
pravdépodobnost volby zeleného obalu.

Pro tento pfipad potfebujeme v modelu tfi parametry:

P(B=c¢) | P(O=z|B=c) | P(O=2zB=1)
0o 01 0,

a oznacime si pozorované Cetnosti viz néasledujici tabulka:

obal\typ | cely | plnény

zeleny Zc Z]

modry me my




Pravdépodobnost dat za dané hypotézy hg, g, ¢, je:

P(data|h60,91,92) — Qic . (1 L Ql)mc . 98c+mc . 951 . (1 . Qz)mz . (1 . Qo)zz—i—ml
L(datalhg,p,0,) = zclog,01 + mclog,(1—061)+ (zc + m)log, 6y + z; log, 6
+m;log, (1 —6,) + (z1 + m;) log, (1 — 6p)
aL(dﬂltﬂllhgo,gl,@Z) _ Zc -+ M, B Z] + mj
00, - 6o 1 — 6,
0. — (zc +m¢)
’ Ze + Mo + 2 +
aL(datél’hgolgllgz) _ ﬁ B m;
092 92 1— 92
g, =



Odhad parametrt Bayesovské sité
pfi tplnych datech se redukuje na spocteni podilu odpovidajicich
frekvenci.

Naive Bayes model

Pokud nechceme ucit slozité strukturu, tak se casto pouziva naivni
bayesovsky model, ktery je velmi snadné ucit a ¢asto funguje
pfekvapivé dobfe.



Spojité veli¢iny

Méjme hypotézu, Ze je naSe x normalné rozlozené, jen nezndm p a o,
—(x—p)?

. 1 5
G. Nyo = N

Pozorovali jsme x1, ..., x,, maximalné vérohodna hypotéza je:

—(xj —p)?

L= Zﬁ\] 1 108 NoTTe 2T

:N(lOg \/21_710) Z] 1 szagl)
Polozime derivace podle i, o rovny nule a dostaneme maximéalné
vérohodné odhady.

Spoctéte.



Linearni gausovské rozlozeni
e Méjme veli¢inu X, normélné rozloZenou (na tom ale nezélezi)

e méjme veli¢inu Y, normélné rozlozenou, s pevnym rozptylem o,
jejiz sttedni hodnota p zavisi linedrné na X, tj. u = a - x 4 b;

1 —(y—(ax+b))?

e 202
\V271mo

e mame parametry 4, b, 0. MiZeme derivaci urcit maximélné

P(Y|[X=x)=N(ax+b,0) =

vérohodny odhad.

e Hadanka: Povazujme o za pevné, parametry nechme jen 4, b.

) . —(y=(ax+b))? e v “ v
Pak maximalizujeme e~ 22 soucin pfes vSechny ptiklady.

Zlogaritmujte, soucin se zméni na soucet, zmérnte znaménko a
minimalizujte - co minimalizujete?



BIC kriterium
e Mam hypotézy (napt. struktury BN) h,,, m =1,..., M

e v kazdé musim doladit parametry 8,, (parametry BN, ale i nap¥.
spocitat prameér, regresni 3, atd.)

e chci nejpravdépodobnéjsi model pfi znalosti pozorovanych dat
DATA, {j.
argmaxy, P(h,|DATA)



1

P(h,|DATA) = P(DATA) - P(hy,) - P(DATA|hy,)
P
P<DATA /P DATA|6,,, Tty ) P (O, 11y )dO
Integrdl aproximujeme (Laplace aprox.) a trochu zjednodusime a
dostaneme:
logP(DATA|h,,) = logP(DATAyém,hm)—d—m-logN+O(1)

2

A

e 0,, maximalné vérohodny odhad 6,,,
tj. maximalizujici P(DATA|0,,, hy,) pro pevnd DATA a hy,

e d,, pocet parametrti modelu h,,



BIC kriterium

misto maximalizace P(DATA|h,,) budeme minimalizovat
—2-10gP(DATA|hy,), §.

BIC = —2-10gP(DATA|0,,, hy,) +d - logN
znacime loglik = Si¥, logP;(y;), dostaneme:
BIC = —2-loglik +d - logN
AIC = =2 -loglik+d -2
MDL odpovida BIC, jinak odvozeno



Bayesovské uceni parametrti

Pokud mame mélo dat, mtZzeme misto odhadovani parametrti drzet
celé pravdépodobnostni rozloZeni na parametrech, tj. odhadovat
hyperparametry.

Pravdépodobnostni rozloZeni na parametru 6 ma beta rozlozeni
betala, b], kde a je pocet pozitivnich ptikladd a b pocet negativnich
pfikladi (sniZujicich 0).

beta[a,b](0) = a0”1(1 —0)""!

Pfi odhadu vice parametrti pfedpokladame jejich nezdvislost.

Parametry 0 lze dokreslit do BN, namnozit uzly pro jednotlivé
pfiklady dat a propagaci spocitat rozlozeni na 6.



