
Bayesovské učenı́

Jak složitě odvodit známé věci
nové pojmy: nejpravděpodobnějšı́ hypotéza (MAP), maximálně

věrohodná hypotéza (ML), bayesovsky optimálnı́ predikce



Jednotlivé predikce budeme uvádět na následujı́cı́m přı́kladu (který
se bude postupně zesložiťovat).

Předpokládejme, že výrobce vyrábı́ velké pytle bombónů. Bombóny
jsou dvou druhů – buď plněné (l), které mi nechutnajı́, nebo celé (c),
které jsou výborné. Výrobce ale chce provokovat zákaznı́ka, tak balı́
oba druhy do stejného obalu a navı́c do velkého pytle namı́chá oba
druhy v jednom z následujı́cı́ch poměrů (procent celých bombónů):

hypotéza h1 h2 h3 h4 h5

procent celých b. 100% 75% 50% 25% 0%

apriornı́ pravděp. hyp. 10% 20% 40% 20% 10%

Prvnı́ bombón je celý (neplněný). Otázka znı́, jaký bude dalšı́
bombón, vytažený ze stejného pytle?



nejpravděpodobnějšı́ hypotéza
MAP – maximum aposteriory probability

Předpokládáme, že pytel bonbónů je velký a můžeme zanedbat
změnu pravděpodobnosti způsobenou tı́m, že už v pytli jeden
bonbón chybı́. Vzpomeneme si na bayesův vzorec:

P(hi|B = c) =
P(B = c|hi) · P(hi)

∑ j=1,...,5 P(B = c|h j) · P(h j)
=

P(B = c|hi) · P(hi)
P(B = c)

Hledáme nejpravděpodobnějšı́ hypotézu
argmaxiP(hi|B = c) = argmaxiP(B = c|hi) · P(hi). Pro jednotlivá i
spočteme hodnotu v tabulce:



i P(hi) P(B = c|hi) P(B = c|hi) · P(hi) P(hi|B = c)

1 0,1 1 0,1 0,2

2 0,2 0,75 0,15 0,3

3 0,4 0,5 0,2 0,4

4 0,2 0,25 0,05 0,1

5 0,1 0 0 0



Nejpravděpodobnějšı́ hypotéza je tedy h3, která nám předpovı́ dalšı́
bonbón padesát na padesát.

hMAP = argmaxiP(data|hi) · P(hi)

Pozn: nejpravděpodobnějšı́ odhad koresponduje s MDL– minimal
description length principem.

hMAP = argmaxhP(data|h)P(h)

= argminh[−log2P(data|h)− log2P(h)]

kde prvnı́ logaritmus odpovı́dá kódovánı́ dat při známé hypotéze a
druhý minimálnı́mu počtu bitů potřebných k zakódovánı́ hypotézy.



Bayesovsky optimálnı́ odhad
Bayesovsky optimálnı́ odhad vážı́ předpovědi jednotlivých hypotéz
pravděpodobnostı́ těchto hypotéz, tj.

P(N = c|data) = ∑
j=1,...,5

P(N = c|h j, data) · P(h j|data)

= ∑
j=1,...,5

P(N = c|h j) · P(h j|data)

Druhý přechod můžeme udělat korektně pouze za předpokladu
podmı́něné nezávislosti nových pozorovánı́ a starých pozorovánı́ při
znalosti hypotézy h j. Tato nezávislost je splněna např. pokud jsou
jednotlivá pozorovánı́ identicky nezávisle rozložená, zkratka iid -
independently identically distibuted.



i P(hi|B = c) P(N = c|hi) P(N = c|hi) · P(hi|B = c)

1 0,2 1 0,2

2 0,3 0,75 0,225

3 0,4 0,5 0,2

4 0,1 0,25 0,02

5 0 0 0

∑ 0,645



Maximálně věrohodná hypotéza
ML - maximum likelihood

Často se stává, že neznám apriornı́ pravděpodobnost jednotlivých
hypotéz. V tom přı́padě se bere často rovnoměrná distribuce, tj.
považujeme všechny hypotézy za stejně pravděpodobné, a
nejpravděpodobnějšı́ odhad za tohoto přidaného předpokladu
nazýváme maximálně věrohodný odhad, tj.

hML = argmaxiP(data|hi)



Přı́klad na odhad parametrů
ML - maximum likelihood

Předpokládejme, že se na trhu objevil nový výrobce a my neznáme
jeho apriornı́ pravděpodobnosti jednotlivých poměrů, ani poměry,
ve kterých bonbóny mı́chá.

Chci odhadnout poměr celých bonbónů, tj. můj prostor hypotéz
bude hθ, kde θ ∈ 〈0; 1〉. Každá hθ odpovı́dá doměnce že podı́l celých
bonbónů je právě θ.

Neznám pravděpodobnost jednotlivých hypotéz, proto hledám
maximálně věrohodný odhad.

Při dané hypotéze hθ je pravděpodobnost vytaženı́ dané
posloupnosti c celých a l plněných bonbónů:

P(data|hθ) = θc · (1 −θ)l



Častým trikem je rovnici zlogaritmovat:

L(data|hθ) = c · log2 θ + l · log2(1 −θ)

Funkce L je logaritmus věrohodnosti hypotézy, česky log likelihood.

Hledáme maximum přes všechna θ, tj. mı́sto, kde se derivace rovná
nule (či kraj..):

∂L(data|hθ)
∂θ

=
c
θ
− l

1 −θ

c
θ

=
l

1 −θ

θ =
c

c + l



Druhý přı́klad
Výrobce zavedl různobarevné obaly O (zelený a modrý) a do obou
balı́ oba druhy bonbónů, ale pro každý druh bonbónu má jinou
pravděpodobnost volby zeleného obalu.

Pro tento přı́pad potřebujeme v modelu tři parametry:

P(B = c) P(O = z|B = c) P(O = z|B = l)

θ0 θ1 θ2

a označı́me si pozorované četnosti viz následujı́cı́ tabulka:

obal\typ celý plněný

zelený zc zl

modrý mc ml



Pravděpodobnost dat za dané hypotézy hθ0 ,θ1 ,θ2 je:

P(data|hθ0 ,θ1 ,θ2) = θzc
1 · (1 −θ1)mc ·θzc+mc

0 ·θzl
2 · (1 −θ2)ml · (1 −θ0)zl+ml

L(data|hθ0 ,θ1 ,θ2) = zc log2 θ1 + mc log2(1 −θ1) + (zc + mc) log2 θ0 + zl log2 θ2

+ml log2(1 −θ2) + (zl + ml) log2(1 −θ0)
∂L(data|hθ0 ,θ1 ,θ2 )

∂θ0
=

zc + mc

θ0
− zl + ml

1 −θ0

θ0 =
(zc + mc)

zc + mc + zl + ml

∂L(data|hθ0 ,θ1 ,θ2)
∂θ2

=
zl

θ2
− ml

1 −θ2

θ2 =
zl

zl + ml



Odhad parametrů Bayesovské sı́tě
při úplných datech se redukuje na spočtenı́ podı́lu odpovı́dajı́cı́ch
frekvencı́.

Naive Bayes model
Pokud nechceme učit složitě strukturu, tak se často použı́vá naivnı́
bayesovský model, který je velmi snadné učit a často funguje
překvapivě dobře.



Spojité veličiny
Mějme hypotézu, že je naše x normálně rozložené, jen neznám µ a σ ,

tj. hµ,σ = 1√
2πσ

e
−(x−µ)2

2σ2 .

Pozorovali jsme x1, . . . , xn, maximálně věrohodná hypotéza je:

L=∑N
j=1 log 1√

2πσ
e
−(x j−µ)2

2σ2

=N·(log 1√
2πσ

)− ∑N
j=1

(x j−µ)2

2σ2

Položı́me derivace podle µ, σ rovny nule a dostaneme maximálně
věrohodné odhady.

Spočtěte.



Lineárnı́ gausovské rozloženı́
• Mějme veličinu X, normálně rozloženou (na tom ale nezáležı́)

• mějme veličinu Y, normálně rozloženou, s pevným rozptylem σ ,
jejı́ž střednı́ hodnota µ závisı́ lineárně na X, tj. µ = a · x + b;

P(Y|X = x) = N(ax + b,σ) =
1√
2πσ

e
−(y−(ax+b))2

2σ2

• máme parametry a, b,σ . Můžeme derivacı́ určit maximálně
věrohodný odhad.

• Hádanka: Považujme σ za pevné, parametry nechme jen a, b.

Pak maximalizujeme e
−(y−(ax+b))2

2σ2 součin přes všechny přı́klady.

Zlogaritmujte, součin se změnı́ na součet, změňte znaménko a
minimalizujte - co minimalizujete?



BIC kriterium

• Mám hypotézy (např. struktury BN) hm, m = 1, . . . , M

• v každé musı́m dolaďit parametry θm (parametry BN, ale i např.
spočı́tat průměr, regresnı́ β, atd.)

• chci nejpravděpodobnějšı́ model při znalosti pozorovaných dat
DATA, tj.

argmaxhm P(hm|DATA)



P(hm|DATA) =
1

P(DATA)
· P(hm) · P(DATA|hm)

=
P(hm)

P(DATA)

∫
P(DATA|θm, hm)P(θm|hm)dθm

Integrál aproximujeme (Laplace aprox.) a trochu zjednodušı́me a
dostaneme:

logP(DATA|hm) = logP(DATA|θ̂m, hm)− dm

2
· logN + O(1)

• θ̂m maximálně věrohodný odhad θm,
tj. maximalizujı́cı́ P(DATA|θm, hm) pro pevná DATA a hm

• dm počet parametrů modelu hm



BIC kriterium

• mı́sto maximalizace P(DATA|hm) budeme minimalizovat
−2 · logP(DATA|hm), tj.

BIC = −2 · logP(DATA|θ̂m, hm) + d · logN

• značı́me loglik = ∑N
i=1 logPθ̂(yi), dostaneme:

• BIC = −2 · loglik + d · logN

• AIC = −2 · loglik + d · 2

• MDL odpovı́dá BIC, jinak odvozeno



Bayesovské učenı́ parametrů
Pokud máme málo dat, můžeme mı́sto odhadovánı́ parametrů držet
celé pravděpodobnostnı́ rozloženı́ na parametrech, tj. odhadovat
hyperparametry.

Pravděpodobnostnı́ rozloženı́ na parametru θ má beta rozloženı́
beta[a, b], kde a je počet pozitivnı́ch přı́kladů a b počet negativnı́ch
přı́kladů (snižujı́cı́ch θ).

beta[a, b](θ) = αθa−1(1 −θ)b−1

Při odhadu vı́ce parametrů předpokládáme jejich nezávislost.

Parametry θ lze dokreslit do BN, namnožit uzly pro jednotlivé
přı́klady dat a propagacı́ spočı́tat rozloženı́ na θ.


