
Výpočet marginálnı́ch podmı́něných
pravděpodobnostı́ v bayesovské sı́ti

Úmluva: Zajı́máme se pouze o bayesovské sı́tě, jejichž graf je spojitý.
Jinak uvažujeme každou komponentu zvlášť.



Tabulky, součin tabulek
Sdružená distribuce definovaná bayesovskou sı́tı́ je formátu:

P(A1, A2, . . . , An) = Πn
i=1P(Ai|pa(Ai))

Podmı́něným pravděpodobnostem P(Ai|pa(Ai)) budu řı́kat tabulky
(potentials).

Součinem tabulek φ1(A, B, C) a φ2(B, C, D) rozumı́m tabulku nad
sjednocenı́m domén, tj. A, B, C, D, kde se hodnota každého polı́čka
A = a, B = b, C = c, D = d vypočte jako součin odpovı́dajı́cı́ch
polı́ček tabulek φ1,φ2, tj.

φ(A = a, B = b, C = c, D = d) = φ1(A = a, B = b, C = c) ·φ2(B = b, C = c, D = d).



Evidence (hard, jistá evidence)
Pozorovánı́m zjistı́me hodnotu některých veličin, např.
A = yes, D = red Pak ve všech tabulkách obsahujı́cı́ch veličiny s
evidencı́ snı́žı́me dimenzi vyškrtánı́m ”řádků” (mnoharozměrných),
které odpovı́dajı́ ostatnı́m hodnotám veličiny.

Např.P(A = a, B, C, D = d) = P(A = a) ·P(B|A = a) ·P(C|B, A = a) ·P(D = d|A = a, B, C)

Pozn: P(A = a, . . .) budeme zkracovat P(a, . . .), tj. je–li z kontextu
(pořadı́) zřejmé, neuvádı́me jméno veličiny, ale rovnou jejı́ hodnotu.

Alternativně: Evidence na A je vektor dimenze rovné počtu
možných hodnot A, který obsahuje jednu jedničku a jinak samé nuly.
Vloženı́m evidence mı́nı́me vynásobenı́ sdružené
pravděpodobnostnı́ distribuce vektorem evidence.

V tomto přı́padě marginalizujeme i přes proměnnou A – tato



marginalizace spočı́vá s sečtenı́ množstvı́ nul a (nejvýše) jednoho
nenulového čı́sla pro každé polı́čko.

Prvnı́, méně formálnı́ definicı́ si ušetřı́me manipulaci se spoustou nul
a marginalizaci přes proměnné s evidencı́.



Marginály podmı́něné evidencı́
Nás budou zajı́mat marginály podmı́něné evidencı́, tj.

Např.P(B|A = a, D = d) = ∑C P(A = a) · P(B|A = a) · P(C|B, A = a) · P(D = d|A = a, B, C)
P(A = a, D = d)



Algoritmus eliminace proměnných
• Do seznamu Φ1 dáme všechny tabulky P(Ai|pa(Ai), e), v každé

tabulce odstranı́m ”řádky” nekonzistentnı́ s evidencı́, tj. s
nulovou pravděpodobnostı́.

• Postupně budeme eliminovat (následujı́cı́m algoritmem)
všechny proměnné bez evidence, které nás nezajı́majı́
(dostaneme P(A, e)).

• Nakonec eliminujeme i zbývajı́cı́ proměnné bez evidence, čı́mž
spočteme normalizačnı́ konstatnu α = P(e); touto konstantou
vydělı́me tabulku z předchozı́ho kroku a dostaneme
podmı́něnou pravděpodobnost P(A|e).



Eliminace proměnné X v kroku i znamená:

1. Vyber z Φi všechny tabulky, které majı́ v doméně X, dej je do ΦX.

2. Spočti φ = ∑X ΠT∈ΦX T

3. Nové Φi+1 se rovná: Φi \ΦX ∪ {φ}

Pozn: Pokud v Φlast nakonec zbyde vı́ce tabulek, musı́me je
vynásobit.

Pozn2: A může být buď veličina, nebo množina veličin.



Charakteristika algoritmu Eliminace
proměnných

• Snadný na pochopenı́ a implementaci.

• Problém: v jakém pořadı́ eliminovat? Špatné pořadı́ vede ke
zbytečně velkým tabulkám φ.

• Pokud nás zajı́majı́ všechny jednorozměrné marginály, tak
bychom nemuseli počı́tat vše pro každou zvlášť, dost výpočtů se
opakuje.

Proto většina software použı́vá jiné algoritmy, my se podı́váme, co
použı́vá Hugin, ostatnı́ majı́ různé modifikace.



Přı́klad: Špatné a lepšı́ pořadı́ eliminace.
• Různým pořadı́m eliminace odpovı́dajı́ různé mezivýsledné

tabulky.

• Složitost výpočtu zhruba odpovı́dá velikosti největšı́
mezivýsledné tabulky.

• Našı́m cı́lem je navrhnout pořadı́ eliminace tak, aby maximálnı́
mezivýsledná tabulka byla co nejmenšı́.



Graf domén
Graf domén v konkrétnı́m kroku eliminace proměnných je takový
graf, kde

• uzly jsou právě všechny dosud neeliminované proměnné,

• dva uzly jsou spojeny hranou právě když se odpovı́dajı́cı́
proměnné vyskytujı́ v aspoň jedné tabulce zároveň.



Moralizace
Moralizacı́ grafu bayesovské sı́tě rozumı́me následujı́cı́ dva kroky:

• Oženit (spojit hranou) rodiče společných dětı́. (Neboli: spojit
hranou každé dva vrcholy, které se společně vyskytujı́ v některé
tabulce dané bayesovské sı́tě.)

• Zapomenout orientaci hran, tj. vytvořit neorientovaný graf se
stejnými hranami.

Graf domén je na počátku moralizovaná bayesovská sı́ť. Po
eliminaci každé proměnné odstranı́me jı́ přı́slušejı́cı́ uzel a
spojı́me všechny jeho sousedy (nově přidané hrany se nazývajı́
doplněné, fill–in).

Našı́m cı́lem jsou co nejmenšı́ domény, tj. co nejméně doplněných
hran.



Perfektnı́ eliminačnı́ posloupnost
Perfektnı́ eliminačnı́ posloupnost je taková posloupnost eliminace
všech proměnných bayesovské sı́tě, která nevynucuje žádné
doplněné hrany.

Lemma 1 Nechť je X1, . . . , Xk perfektnı́ eliminačnı́ posloupnost, X j uzel,
jehož každı́ dva sousedi jsou spojeni hranou. Pak je posloupnost
X j, X1, . . . , X j−1, X j+1, . . . , Xk také perfektnı́.

Eliminace X j nepřidá žádnou hranu, tj. nikomu nepřidá souseda, a
při eliminaci se každý stará jen o své sousedy, tj. se na eliminaci
ostatnı́ch nic nezměnı́ (ledaže by nemuseli přidávat hranu do X j, ale
i původnı́ posloupnost byla perfektnı́).

Množina maximálnı́ch domén je množina všech domén tabulek,
vzniklých během výpočtu, ze které vyřadı́me ty domény, které jsou
vlastnı́ podmnožinou jiného prvku této množiny.



Lemma 2 Všechny perfektnı́ posloupnosti vytvářejı́ stejnou množinu
maximálnı́ch domén, a to množinu klik moralizovaného grafu.

• Kliky tam musı́ být, neboť tabulka jejich domény vznikne při
eliminaci prvnı́ proměnné z kliky.

• Nic většı́ho tam nemůže být, neboť by to způsobilo doplněné
hranu.



Triangulované grafy
POZOR, něco jiného než triangulovaný planárnı́ graf!!!

Pozn: Pro některé moralizované grafy neexistuje perfektnı́
posloupnost.

Graf je triangulovaný, pokud pokud pro něj existuje perfektnı́
eliminačnı́ posloupnost.

Lemma 3 (Alternativnı́ definice) Graf je triangulovaný, pokud každý
jeho cyklus délky většı́ než tři má aspoň jednu tětivu.

Přı́klady na tabuli.



Notace
Nechť X je uzel neorientovaného grafu. Pak majı́ označenı́
následujı́cı́ význam:

NX sousedé X

FX sousedé X včetně X samého (family)

Podgraf je úplný, pokud jsou každé dva jeho uzly spojeny hranou.

Vrchol X je simpliciálnı́, pokud je NX úplný podgraf.

Ekvivalentně: vrchol X je simpliciálnı́, je–li FX klika.



Lemma 4 Nechť je G triangulovaný graf a X simpliciálnı́ uzel. Pak graf
G| zı́skaný eliminacı́ X z G je také triangulovaný.

Důsledek lemmatu 1.

Theorem 1 Triangulovaný graf s aspoň dvěma vrcholy má aspoň dva
simpliciálnı́ uzly.

Navı́c: pokud nenı́ úplný, tak má aspoň dva simpliciálnı́ uzly, které
nejsou spojeny hranou.

Důkaz indukcı́ podle počtu vrcholů.

Pro tři vrcholy platı́.

Pro vı́ce: Prvnı́ uzel perfektnı́ posloupnosti je simpliciálnı́, vzniklý
graf je triangulovaný. Z indukčnı́ho předpokladu má aspoň dva
nesousednı́ simpliciálnı́ uzly, proto aspoň jeden z nich nesousedil s
eliminovaným uzlem (sousedi byli propojeni).



Lemma 5 Pro každý vrchol A triangulovaného grafu existuje perfektnı́
posloupnost, kde je A poslednı́ prvek.

Důkaz: Vždy eliminuj simpliciálnı́ uzel různý od A.

Theorem 2 Neorientovaný graf je triangulovaný právě když můžeme
eliminovat všechny uzly tak, že vždy eliminujeme simpliciálnı́ uzel.

• Je–li graf triangulovaný, eliminacı́ simpliciálnı́ho uzlu vznikne
opět triangulovaný graf a můžeme pokračovat v eliminaci
simpliciálnı́ch uzlů.

• Eliminacı́ simpliciálnı́ch uzlů tvořı́me perfektnı́ posloupnost, tj.
graf je triangulovaný.



Stromy spojenı́ (Join trees)
Mějme množinu klik neorientovaného grafu G, kliky jsou
organizovány do stromu T. T je strom spojenı́, pokud pro každé dva
vrcholy V, W ∈ T všechny uzly na cestě z V do W obsahujı́ průnik
W ∩V. Průnik dvou sousednı́ch uzlů nazveme separátor těchto
uzlů, separátorem V a W je SV,W = V ∩W.

Theorem 3 Pokud kliky grafu G lze organizovat do stromu spojenı́, pak je
G triangulovaný.

• Vezměme list stromu spojenı́ V, který sousedı́ jen s W.

• V průnik libovolný uzel je částı́ W, proto V obsahuje uzel, který
nenı́ v žádné jiné klice. Ten eliminujeme.

• Pokud byl poslednı́ z W \V, odstranı́me uzel V a dostaneme
zase strom spojenı́, který má list, pokračujeme prvnı́m bodem.



Theorem 4 Pokud je G triangulovaný, pak kliky grafu G lze organizovat
do stromu spojenı́.

Zkonstruujeme strom spojenı́. Index i je na počátku 1, pak určuje,
kolikátou kliku jsme utvořili.

• Začnu eliminacı́ simpliciálnı́ho uzlu X, jeho rodina FX je klika
(označı́me jı́ Ci). Pokračuji eliminacı́ všech uzlů, které majı́ své
sousedy pouze v této klice. Zbylé uzly z FX tvořı́ separátor,
označı́me Si.

• V grafu vzniklém eliminacı́ vyberu dalšı́ simpliciálnı́ uzel a
eliminuji dále dle předchozı́ho bodu, dokud neeliminuji všechny
kliky.

• Každý separátor Si připojı́m k nějaké klice C j, j > i takové, že
Si ⊂ C j. Si je úplná, prvnı́ uzel z nı́ eliminovaný musı́ být v klice
– nadmnožině Si.



Vznikl nám strom spojenı́?

Graf má n − 1 hran, je–li souvislý, je strom.

Cesta z Ci do C j, j > i obsahuje X ∈ Ci ∩ C j, protože X musı́ být z
definice separátoru X ∈ Si (Si neeliminované uzly Ci), a tak dále až
do S j−1.

Pokud byl graf G souvislý, vlastnost průniku na cestě nám zaručuje
souvislost takto generovaného grafu, proto se jedná o strom.

(Od úvodnı́ho slajdu předpokládáme souvislý G. Jinak dostaneme
les stromů spojenı́ pro jednotlivé komponenty.)



Strom spojenı́
Použı́vám termı́n strom spojenı́ ve třech významech:

• viz definice výše, strom klik splňujı́cı́ vlastnost průniků

• strom dle definice výše, kde jsou navı́c hrany označeny
separátory

• strom dle definice výše, kde je navı́c v každé klice ”schránka” na
seznam pravděpodobnostnı́ch tabulek a v každém separátoru
jsou dvě schránky na zprávy – tabulky – jdoucı́ jednotlivými
směry. Tomuto se řı́ká junction tree.



Strom spojenı́ reprezentujı́cı́ bayesovskou sı́ť
Mějme bayesovskou sı́ť s množinou pravděpodobnostnı́ch tabulek Φ

a evidenci e. Nechť množina tabulek Φe vznikne z Φ vloženı́m
evidence e do přı́slušných tabulek, tj. ”vyřı́znutı́m” konkrétnı́ch
”řádků” v pravděpodobnostnı́ch tabulkách.

Strom spojenı́ reprezentuje bayesovskou sı́ť s evidencı́ e, pokud
každou tabulku φ ∈ Φe přiřadı́me do schránky některé z klik Ci

takových, že dom(φ) ⊆ Ci.

Pozn: pokud strom spojenı́ vznikl z moralizovaného a
triangularizovaného grafu bayesovské sı́tě, tak takové klika vždy
existuje.

Pokud moralizovaný graf nenı́ triangulovaný, doplnı́me ho hranami
na triangulovaný a z něj vytvořı́me strom spojenı́.



Propagace ve stromu spojenı́
• Propagace (výpočet) ve stromu spojenı́ spočı́vá v posı́lánı́ zpráv,

kterými se postupně plnı́ schránky separátorů.

• Každý uzel (klika) posı́lá v každém směru právě jednu zprávu.

• Uzel (klika) může poslat zprávu v daném směru, pokud už ze
všech ostatnı́ch směrů zprávy dostala.

• Protože se jedná o strom, vždycky někdo může poslat zprávu,
nebo jsou již všechny schránky plné.



Poslánı́ zprávy
Uvažujme kliku C se sousednı́mi separátory S1, . . . , Sk, směr
separátoru S1 (bez újmy na obecnosti). Poslat zprávu z C do S1

znamená zapsat do odchozı́ schránky S1 tabulku, která vznikne
součinem přı́chozı́ch zpráv v separátorech S2, . . . , Sk a tabulek
obsažených v C. Tento součin marginalizujeme přes všechny
veličiny C \ S1 a výsledek zapı́šeme do S1.



Theorem 5 Nechť strom spojenı́ reprezentuje bayesovskou sı́ť a evidenci e,
všechny schánky byly naplněny. Potom:

• Nechť V je klika obsahujı́cı́ tabulky ΦV a k nı́ směřujı́cı́ separátory
S1, . . . , Sk obsahujı́ zprávy φ1, . . . ,φk.

P(V, e) = Πφ∈ΦVφ ·Πk
i=1φi

• Nechť S je separátor se zprávami φ1,φ2.

P(S, e) = φ1 ·φ2

Zprávy směřujı́cı́ do V odpovı́dajı́ perfektnı́ eliminačnı́ posloupnosti,
která má V na svém konci.

Pro separátor, odchozı́ zpráva vznikla marginalizacı́ z V, jen tam



nebyla započtena zpráva přicházejı́cı́ z tohoto směru.

P(S1, e) = ∑
V\S1

P(V, e) = ∑
V\S1

(Πφ∈ΦVφ ·Πk
i=1φi)

= ∑
V\S1

(Πφ∈ΦV ·Πk
i=2φi ·φ1)

= ( ∑
V\S1

Πφ∈ΦV ·Πk
i=2φi) ·φ1

což je odchozı́ krát přı́chozı́ zpráva. Poslednı́ řádek plyne z toho, že
dom(φ1) = S.



Výpočet pomocı́ stromu spojenı́ (shrnutı́)
• BN moralizujeme

• doplnı́me hrany na triangulovaný graf

• vytvořı́me strom spojenı́

• naplnı́me tabulkami

• vypočteme posı́lánı́m zpráv

• pravděpodobnost na veličině A zjistı́me tak, že najdeme
libovolnou kliku C obsahujı́cı́ A a marginalizujeme, tj.
P(A, e) = ∑C\A P(C, e)

• pokud nás zajı́má sdružená distibuce na množině, která nenı́
částı́ žádné kliky, máme smůlu (musı́me použı́t Eliminaci
proměnných. Pokud jde, eliminujeme simpliciálnı́ uzly, které nás
nezajı́majı́, jinak cokoli (heuristika).



Podmı́něná nezávislost
Tabulka ukazuje zadané hodnoty P(A, B, C). Pro která x, y, v, w platı́
podmı́něná nezávislost A⊥⊥B|C?

c1 c2

b1 b2 b1 b2

a1 x 0,2 v w

a2 y 0,1 0,1 0,1



P(a1, b1, c1)
P(a2, b1, c1)

=
P(a1|c1) · P(b1|c1) · P(c1)
P(a2|c1) · P(b1|c1) · P(c1)

=
P(a1, b2, c1)
P(a2, b2, c1)

tedy x = 2 · y

obdobně v = w.

Navı́c celkový součet musı́ být 1, tedy:

0, 5 + 3y + 2v = 1

v = 0, 25 − 1, 5y



Přibližný výpočet bayesovské sı́tě
• Základnı́ myšlenkou je vygenerovat data dle zadaných

podmı́něných pravděpodobnostı́ a z nich spočı́tat
pravděpodobnosti, které nás zajı́majı́.

• Přesnost výpočtu samozřejmě závisı́ na počtu vygenerovaných
vzorků.

• Metody generujı́cı́ náhodné vzorky se nazývajı́ metody Monte
Carlo.

• Základem je generátor náhodného výsledku podle zadané
pravděpodobnosti, např. 〈 1

4 , 1
2 , 1

4 〉.



Přı́mé vzorkovánı́ bez evidence
• Uspořádáme vrcholy BN tak, aby každá hrana začı́nala v uzlu

menšı́ho čı́sla než končı́.

• Vytvořı́me N vzorků, každý následovně

– Pro prvnı́ uzel A1 vygenerujeme náhodně výsledek a1 podle
P(A1).

– Pro druhý uzel A2 vygenerujeme náhodně výsledek a2 podle
P(A2|A1 = a1) (je–li hrana, jinak nepodmı́něně)

– Pro n–tý uzel vygenerujeme výsledek podle P(An|pa(An)),
na rodičı́ch už známe konkrétnı́ hodnoty.

• Z N vzorků spočteme pravděpodobnost jevu, který nás zajı́má.
Pro N jdoucı́ k nekonečnu podı́l výskytu jevu konverguje k
správné pravděpodobnosti.



Přı́mé vzorkovánı́ s evidencı́ e (rejection
sampling)

• N(e) značı́ počet vzorků konzistentnı́ch s evidencı́ e, tj.
nabývajı́cı́ na přı́slušných veličinách správné hodnoty.

• Vzorky tvořı́me úplně stejně, jako dřı́ve, jen ty, co nejsou
konzistentnı́ s e vyšktneme, tj. P̂(X|e) = N(X,e)

N(e)

• Problém je v tom, že je–li P(e) malé, tak většinu vzorků
zahazujeme.



Váženı́ věrohodnostı́ (Likelihood weighting)
• Generuje jen vzorky konzistentnı́ s e.

• Váhy vzorků jsou různé, podle P(e|vzorek) (což je věrohodnost
L(vzorek|e), odtud likelihood weighting).

Algoritmus vytvořenı́ váženého vzorku pro (bn, e)

w = 1
v pořadı́ uzlů respektujı́cı́m bn, for i = 1 to n

if Ai má evidenci ai v e
w = w · P(Ai = ai|pa(Ai))

else
ai vyber podle rozloženı́ P(Ai = ai|pa(Ai))

return (w, 〈a1, . . . , an〉)


