Vypocet marginalnich podminénych
pravdépodobnosti v bayesovské siti

Umluva: Zajimame se pouze o bayesovské sité, jejichZ graf je spojity.
Jinak uvazujeme kazdou komponentu zv1ast.



Tabulky, soucin tabulek

SdruZend distribuce definovana bayesovskou siti je formatu:

P(A1, As, ..., Ay) =TT, P(A:|pa(A;))

1

Podminénym pravdépodobnostem P(A;|pa(A;)) budu fikat tabulky
(potentials).

Soucinem tabulek ¢1(A, B,C) a ¢2(B, C, D) rozumim tabulku nad
sjednocenim domén, tj. A, B, C, D, kde se hodnota kazdého policka
A=a,B=0bC=c D =dvypocte jako soucin odpovidajicich
policek tabulek ¢1, ¢, 1.

$p(A=a,B=bC=c,D=d)=¢p1(A=a,B=bC=c)-$p(B=b,C=c,D =



Evidence (hard, jista evidence)

Pozorovanim zjistime hodnotu nékterych veli¢in, napf.

A = yes, D = red Pak ve vSech tabulkach obsahujicich velic¢iny s
evidenci snizime dimenzi vySkrtanim “fadkt” (mnoharozmérnych),
které odpovidaji ostatnim hodnotam velic¢iny.

Napt.P(A =a,B,C,D =d)=P(A=a)-P(BJA=a)-P(C|B,A=a)-P(D =d|/
Pozn: P(A = a,...) budeme zkracovat P(q, .. .), {j. je-li z kontextu
(pofadi) zfejmé, neuvddime jméno veliciny, ale rovnou jeji hodnotu.

Alternativné: Evidence na A je vektor dimenze rovné poctu
moznych hodnot A, ktery obsahuje jednu jednicku a jinak samé nuly.
VloZenim evidence minime vyndsobeni sdruZzené
pravdépodobnostni distribuce vektorem evidence.

V tomto pfipadé marginalizujeme i pfes proménnou A — tato



marginalizace spociva s seCteni mnozstvi nul a (nejvyse) jednoho
nenulového ¢isla pro kazdé policko.

Prvni, méné formalni definici si uSetfime manipulaci se spoustou nul
a marginalizaci pfes proménné s evidenci.



Marginaly podminéné evidenci

Nas budou zajimat margindly podminéné evidendi, .

Napi.P(B|A =a,D =d) = >cP(A=ua) P(BJA= ?(APLCLB}_)AZZCZ;I) .P(D=d




Algoritmus eliminace proménnych

e Do seznamu ®@; ddme vSechny tabulky P(A;|pa(A;),e), v kazdé
tabulce odstranim “fadky” nekonzistentni s evidendi, tj. s
nulovou pravdépodobnosti.

e Postupné budeme eliminovat (ndsledujicim algoritmem)
vSechny proménné bez evidence, které nas nezajimaji

(dostaneme P(A,¢e)).

e Nakonec eliminujeme i zbyvajici proménné bez evidence, ¢imz
spocteme normaliza¢ni konstatnu o = P(e); touto konstantou
vydélime tabulku z pfedchoziho kroku a dostaneme
podminénou pravdépodobnost P(A|e).



Eliminace proménné X v kroku 7 znamena:
1. Vyber z ®@; vSechny tabulky, které maji vdoméné X, dejje do Ox.
2. Spocti p = S x Mreo, T
3. Nové @, serovna: @;\ Ox U {¢p}

Pozn: Pokud v @,,5; nakonec zbyde vice tabulek, musime je
vyndsobit.

Pozn2: A mtze byt bud veli¢ina, nebo mnoZina velicin.



Charakteristika algoritmu Eliminace
proménnych

e Snadny na pochopeni a implementaci.

° Spatné potadi vede ke
zbytecné velkym tabulkdm ¢.

e Pokud nas zajimaji vSechny jednorozmérné marginaly, tak
bychom nemuseli pocitat vie pro kazdou zvlast, dost vypocti se
opakuje.

Proto vétsina software pouziva jiné algoritmy, my se podivame, co
pouzivd Hugin, ostatni maji rtizné modifikace.



Priklad: Spatné a lepsi poradi eliminace.
e Riznym poradim eliminace odpovidaji rizné mezivysledné
tabulky:.

e Slozitost vypoctu zhruba odpovida velikosti nejvétsi
mezivysledné tabulky:.

e Nasim cilem je navrhnout pofadi eliminace tak, aby maximalni
mezivyslednd tabulka byla co nejmensi.



Graf domén

Graf domén v konkrétnim kroku eliminace proménnych je takovy
graf, kde

e uzly jsou pravé vsechny dosud neeliminované promeénné,

e dva uzly jsou spojeny hranou praveé kdyz se odpovidajici
proménné vyskytuji v aspon jedné tabulce zaroven.



Moralizace
Moralizaci grafu bayesovské sité rozumime nésledujici dva kroky:

e OZenit (spojit hranou) rodice spolecnych déti. (Neboli: spojit
hranou kazdé dva vrcholy, které se spolecné vyskytuji v nékteré
tabulce dané bayesovské site.)

e Zapomenout orientaci hran, tj. vytvofit neorientovany graf se
stejnymi hranami.

Graf domén je na pocatku moralizovand bayesovska sit.

(nové pfidané hrany se nazyvaji
doplnéné, fill-in).
Nasim cilem jsou co nejmensi domény;, tj. co nejméné doplnénych
hran.



Perfektni eliminacni posloupnost

Perfektni elimina¢ni posloupnost je takova posloupnost eliminace
vSech proménnych bayesovské sité, ktera nevynucuje Zadné
doplnéné hrany.

Lemma 1 Nechf je Xy, ..., Xy perfekini eliminacni posloupnost, X; uzel,
jehoZ kazZdi dva sousedi jsou spojeni hranou. Pak je posloupnost
X, X1,...,Xj-1, Xjq1,. .., Xy také perfektni.

Eliminace X; nepfida Zddnou hranu, tj. nikomu nepfida souseda, a
pfi eliminaci se kazdy stara jen o své sousedy, tj. se na eliminaci
ostatnich nic nezméni (ledaZe by nemuseli pfidavat hranu do X, ale
i pavodni posloupnost byla perfektni).

MnoZina maximalnich domén je mnoZzina vSech domén tabulek,
vzniklych béhem vypoctu, ze které vyfadime ty domény, které jsou
vlastni podmnozinou jiného prvku této mnoziny.



Lemma 2 Vsechny perfektni posloupnosti vytoireji stejnou mnoZinu
maximdlnich domén, a to mnoZinu klik moralizovaného grafu.

e Kliky tam musi byt, nebot tabulka jejich domény vznikne p¥i
eliminaci prvni proménné z kliky.

e Nic vétsiho tam nemuzZe byt, nebof by to zptisobilo doplnéné

hranu.



Triangulované grafy
POZOR, néco jiného neZ triangulovany planarni graf!!!

Pozn: Pro nékteré moralizované grafy neexistuje perfektni
posloupnost.

Graf je triangulovany, pokud pokud pro néj existuje perfektni
eliminacni posloupnost.

Lemma 3 (Alternativni definice) Graf je triangulovanyj, pokud kaZdy
jeho cyklus délky vétsi neZ tvi ma aspori jednu tétiou.

Ptiklady na tabuli.



Notace

Necht X je uzel neorientovaného grafu. Pak maji oznaceni
nésledujici vyznam:

Nx sousedé X

Fx | sousedé X vcetné X samého (family)

Podgraf je tplny, pokud jsou kazdé dva jeho uzly spojeny hranou.
Vrchol X je simplicidlni, pokud je Nx tiplny podgratf.

Ekvivalentné: vrchol X je simplicidlni, je-li Fx klika.



Lemma 4 Nechf je G triangulovany graf a X simplicidlni uzel. Pak graf
G! ziskany eliminaci X z G je také triangulovany.

Disledek lemmatu 1.

Theorem 1 Triangulovany graf s aspori dvéma vrcholy md aspori dva
simplicidlni uzly.

Navic: pokud neni tplny, tak mé aspon dva simplicidlni uzly, které
nejsou spojeny hranou.

Dukaz indukci podle poc¢tu vrcholi.

Pro tfi vrcholy plati.

Pro vice: Prvni uzel perfektni posloupnosti je simplicidlni, vznikly
graf je triangulovany. Z indukéniho pfedpokladu mé asponi dva
nesousedni simplicidlni uzly, proto aspon jeden z nich nesousedil s
eliminovanym uzlem (sousedi byli propojeni).



Lemma 5 Pro kaZdy vrchol A triangulovaného grafu existuje perfektni
posloupnost, kde je A posledni proek.

Dukaz: VZdy eliminuj simplicidlni uzel razny od A.

Theorem 2 Neorientovany graf je triangulovany pravé kdyz miiZeme

eliminovat vsechny uzly tak, Ze vZdy eliminujeme simplicidlni uzel.

e Je-li graf triangulovany, eliminaci simplicidlniho uzlu vznikne
opét triangulovany graf a mtzeme pokracovat v eliminaci
simplicidlnich uzla.

e Fliminaci simplicidlnich uzla tvofime perfektni posloupnost, tj.
graf je triangulovany.



Stromy spojeni (Join trees)

Méjme mnoZinu klik neorientovaného grafu G, kliky jsou
organizovany do stromu T. T je strom spojeni, pokud pro kazdé dva
vrcholy V, W € T vSechny uzly na cesté z V do W obsahuji prunik

W N V. Pranik dvou sousednich uzli nazveme separator téchto
uzly, separatorem Va Wije Syw = VN W.

Theorem 3 Pokud kliky grafu G Ize organizovat do stromu spojent, pak je
G triangulovany.

o Vezméme list stromu spojeni V, ktery sousedijens W.

e V prinik libovolny uzel je ¢asti W, proto V obsahuje uzel, ktery
neni v Zadné jiné klice. Ten eliminujeme.

e Pokud byl posledni z W \ V, odstranime uzel V a dostaneme
zase strom spojeni, ktery m4 list, pokracujeme prvnim bodem.



Theorem 4 Pokud je G triangulovany, pak kliky grafu G Ize organizovat
do stromu spojent.

Zkonstruujeme strom spojeni. Index 7 je na po¢atku 1, pak urcuje,
kolikatou kliku jsme utvofili.

e Zacnu eliminaci simplicidlniho uzlu X, jeho rodina Fx je klika
(oznacime ji C;). Pokracuji eliminaci vSech uzli, které maji své
sousedy pouze v této klice. Zbylé uzly z Fx tvofi separator,
oznacime S;.

e V grafu vzniklém eliminaci vyberu dalsi simplicidlni uzel a

eliminuji ddle dle pfedchoziho bodu, dokud neeliminuji vSechny
kliky.

e Kazdy separator S; pfipojim k néjaké klice C;, j > i takovég, ze
S; C Cj. 5;je uplnd, prvni uzel z ni eliminovany musi byt v klice
— nadmnoziné S,.



Vznikl ndm strom spojeni?
Graf ma n — 1 hran, je-li souvisly, je strom.

Cestaz C; do Cj, j > i obsahuje X € C; N Cj, protoze X musi byt z
definice separdtoru X € S; (S; neeliminované uzly C;), a tak ddle az
do S]'_l.

Pokud byl graf G souvisly, vlastnost priiniku na cesté ndm zarucuje
souvislost takto generovaného grafu, proto se jednd o strom.

(Od tvodniho slajdu predpokladame souvisly G. Jinak dostaneme
les stromul spojeni pro jednotlivé komponenty.)



Strom spojeni

Pouzivam termin strom spojeni ve tfech vyznamech:

*/

e viz definice vySe, strom klik spliiujici vlastnost prinika

e strom dle definice vySe, kde jsou navic hrany oznaceny
separatory

e strom dle definice vySe, kde je navic v kazdé klice “schranka” na
seznam pravdépodobnostnich tabulek a v kazdém separatoru
jsou dvé schranky na zpravy — tabulky —jdouci jednotlivymi
sméry. Tomuto se fikd junction tree.



Strom spojeni reprezentujici bayesovskou sit

Mgjme bayesovskou sif s mnozinou pravdépodobnostnich tabulek @
a evidenci e. Nechf mnoZina tabulek ®, vznikne z ® vloZenim
evidence e do pfislusnych tabulek, tj. “vyfiznutim” konkrétnich
"fadktt” v pravdépodobnostnich tabulkach.

Strom spojeni reprezentuje bayesovskou sit s evidenci ¢, pokud
kazdou tabulku ¢ € ©, pfitadime do schranky nékteré z klik C;
takovych, ze dom(¢) C C;.

Pozn: pokud strom spojeni vznikl z moralizovaného a
triangularizovaného grafu bayesovské sité, tak takové klika vzdy
existuje.

Pokud moralizovany graf neni triangulovany, doplnime ho hranami
na triangulovany a z ngj vytvofime strom spojeni.



Propagace ve stromu spojeni

Propagace (vypocet) ve stromu spojeni spociva v posilani zprav,
kterymi se postupné plni schranky separatoru.

Kazdy uzel (klika) posila v kazdém sméru pravé jednu zpravu.

Uzel (klika) mtiZze poslat zpravu v daném sméru, pokud uz ze
vSech ostatnich smérti zpravy dostala.

ProtoZze se jednd o strom, vZdycky nékdo miiZe poslat zpravu,
nebo jsou jiz vSechny schranky plné.



Poslani zpravy

Uvazujme kliku C se sousednimi separatory Sy, ..., Sk, smér
separatoru S; (bez Gjmy na obecnosti). Poslat zpravu z C do $,
znamend zapsat do odchozi schranky S; tabulku, ktera vznikne
soucinem prichozich zprav v separatorech S, ..., Sy a tabulek
obsazenych v C. Tento soucin marginalizujeme pfes vSechny
veli¢iny C \ S; a vysledek zapiSeme do S;.



Theorem 5 Necht strom spojeni reprezentuje bayesovskou sif a evidenci e,
vSechny schianky byly naplnény. Potom:

e Necht V je klika obsahujici tabulky ®v a k ni sméfujici separdtory
S1,..., Sk obsahuji zpravy ¢4, . .., k.

P(V,e) = Tgeo, ¢ - T, d;
e Necht S je separdtor se zpravami 1, ¢y.
P(S/e) — (I)l ) 4)2

Zpravy smétujici do V odpovidaji perfektni elimina¢ni posloupnosti,
ktera md V na svém konci.

Pro separator, odchozi zprava vznikla marginalizaci z V, jen tam



nebyla zapoctena zprava pfichéazejici z tohoto sméru.

P(Si,e) = 5 P(Vie)= 3 (Mpco, b TTi )

V\Sl V\Sl

= Y (Mgea, TToi - ¢1)
A3

= (Y Mgeo, - T ¢i) - dn
A3

coZ je odchozi krat pfichozi zprava. Posledni fddek plyne z toho, Ze
dom(¢1) = S.



Vypocet pomoci stromu spojeni (shrnuti)
BN moralizujeme

doplnime hrany na triangulovany graf

vytvorime strom spojeni

naplnime tabulkami

vypocteme posilanim zprav

pravdépodobnost na veli¢iné A zjistime tak, Ze najdeme
libovolnou kliku C obsahujici A a marginalizujeme, tj.

P(A,e) =304 P(Ce)

pokud nés zajimd sdruzend distibuce na mnoziné, kterd neni
¢asti zadné kliky, mdme smiilu (musime pouzit Eliminaci
proménnych. Pokud jde, eliminujeme simplicidlni uzly, které nés
nezajimaji, jinak cokoli (heuristika).



Podminénd nezavislost

Tabulka ukazuje zadané hodnoty P(A, B, C). Pro ktera x, y, v, w plati
podminéna nezavislost A_LL B|C?

cl c2
bl | b2 || bl | b2

al | x | 0,2 \Y% \%Y

a2 |y | 0101101




P(al,bl,C1> . P(al\cl) 'P(b1|C1) 'P(Cl) o P(&ll,bz,Cl)

P(az,bi,c1)  P(as|ci) - P(bi|c1) - P(c1)  P(aa, by, c1)
tedyx =2y
obdobné v = w.
Navic celkovy soucet musi byt 1, tedy:
0,5+3y+20 = 1
v = 0,25-1,5y



Pfiblizny vypocet bayesovské sité

Zakladni myslenkou je vygenerovat data dle zadanych
podminénych pravdépodobnosti a z nich spocitat
pravdépodobnosti, které nas zajimaj.

Pfesnost vypoctu samoziejmé zavisi na poctu vygenerovanych
vzorkd.

Metody generujici ndhodné vzorky se nazyvaji metody Monte
Carlo.

Zéakladem je generator ndhodného vysledku podle zadané

pravdépodobnosti, napt. (1,1, 1).



P¥imé vzorkovani bez evidence
e Uspofdadame vrcholy BN tak, aby kazda hrana zacinala v uzlu
mensiho ¢isla nez kondi.
e Vytvofime N vzork, kazdy nasledovné
— Pro prvni uzel A; vygenerujeme nahodné vysledek a; podle
P(A7).
— Pro druhy uzel A, vygenerujeme ndhodné vysledek a, podle
P(Az|A1 = a1) (je-li hrana, jinak nepodminéné)
— Pro n-ty uzel vygenerujeme vysledek podle P(A,|pa(A,)),

na rodic¢ich uz zndme konkrétni hodnoty.

e Z N vzorkt spocteme pravdépodobnost jevu, ktery néds zajima.
Pro N jdouci k nekone¢nu podil vyskytu jevu konverguje k
spravné pravdépodobnosti.



Pf¥imé vzorkovani s evidenci ¢ (rejection
sampling)
e N(e) znadi pocet vzorkt konzistentnich s evidenci e, tj.
nabyvajici na pfisluSnych veli¢indch spravné hodnoty.

e Vzorky tvofime uplné stejné, jako dfive, jen ty, co nejsou

konzistentni s e vysktneme, tj. P(X|e) = N]\(é)e )

e Problém je v tom, Ze je-li P(e) malé, tak vétsinu vzorkt
zahazujeme.



Vazeni vérohodnosti (Likelihood weighting)
e Generuje jen vzorky konzistentni s e.

e Vahy vzorki jsou rizné, podle P(e|vzorek) (coz je vérohodnost
L(vzorek|e), odtud likelihood weighting).

Algoritmus vytvofeni vaZeného vzorku pro (bn, e)

w=1
v poradi uzlh respektujicim bn, fori = 1 to n
if A; ma evidenci a; v e
w=w-P(A; = a;j|pa(A;))
else
a; vyber podle rozloZeni P(A; = a;|pa(A;))
return (w, {(ay,...,a,))



