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Jak porovnavat algoritmy?

casova slozitost algoritmu oboje zavisi na ,velikosti"

prostorova slozitost algoritmu vstupnich dat

Jak mérit velikost vstupnich dat?

rigorozné: pocet bitll nutnych k zapsani vstupnich dat

Priklad: vstupem jsou (pfirozena) Cisla a4, a,, ... , a, ktera je tfeba setridit

velikost dat D v binarnim zapisu je |D| =[logoaq |+ ... +[log, ay |

casova slozitost = funkce f(|D|) udavaijici pocet kroku algoritmu v zavislosti
na velikosti vstupnich dat

intuitivné: neni podstatny presny tvar funkce f (multiplikativni a aditivni konstanty),
ale pouze to, do jaké ,tfidy“ funkce f patfi (linearni, kvadraticka, exponencialni, ...)
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Priklad: f(|D|)=a |D|+ b linearni algoritmus

f(ID]) =a |D|2+ b |D| + ¢ kvadraticky algoritmus
f(|D]) = k 2P exponencialni algoritmus

Co je to krok algoritmu?

rigorozné: operace daného abstraktniho stroje (Turinglv stroj, stroj RAM)

zjednoduseni (budeme pouzivat): krok algoritmu = operace proveditelna
v konstantnim (ij. na velikosti dat nezavislém) Case
« aritmetické operace (s€itani, odcitani, nasobeni, ...)
 porovnani dvou hodnot (typicky Cisel)
* pfifazeni (pouze pro jednoduché datoveé typy, ne pro pole ...)
— tim se zjednodusi i méreni velikosti dat (Cisla maji pevnou maximalni velikost)
Priklad: setridit Cisla a4, a,, ... , a, — velikost dat je [D| =n

Toto zjednodusSeni (omezeni Ciselnych hodnot konstantou) vétSinou nevadi pfi
porovnavani algoritmu, ale ovlivhuje zarazeni feSenych problému do tfid sloZitosti

Pro¢ mérit Casovou slozitost algoritmi?

staCi preci mit dostatecné rychly pocitac ... 4
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Doba provadéni f(n) operaci (délka béhu algoritmu) pro vstupni data velikosti n za
predpokladu Ze pouzity hardware je schopen vykonat 1 milion operaci za sekundu

n
f(n) 20 40 60 80 100 500 1000
n 20us 40us 60us 80us 0.1ms | 0.5ms 1ms
nlogn | 86us 0.2ms | 0.35ms | 0.5ms | 0.7ms | 4.5ms | 10ms
n2 04ms | 1.6ms | 3.6ms | 6.4ms | 10ms 0.25s 1s
n3 8ms 64ms | 0.22s 0.5s 1s 125s 17min
2n 1s 11.7dni | 36tis.let
n! [ Ttis.let
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Rust rozsahu zpracovatelnych uloh, tj. ,zvladnutelné® velikosti vstupnich dat, diky
zrychleni vypoctu (lepsi hardware) za predpokladu, ze na ,stavajicim“ hardware lze

resit ulohy velikosti x

Zrychleni vypoctu
f(n) pavodni 10 krat 100 krat 1000 krat
n X 10x 100x 1000x
nlogn X 7.02x 53.56x 431.5x
n2 X 3.16x 10x 31.62x
n3 X 2.15x 4.64x 10x
2" X X+3 X+6 x+9
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Asymptoticka (Casova) slozitost

Intuitivné: zkouma ,chovani® algoritmu na ,velkych® datech, tj. nebere v Uvahu

multiplikativni a aditivni konstanty, pouze zarazuje algoritmy do ,kategorii“ podle
jejich skuteCné Casove slozitosti

Rigor6zné:

f(n) je asymptoticky mensi nebo rovno g(n), znacCime f(n) € O(g(n)), pokud
3¢>0 3ng>0 Vn2ngy : 0 < f(n) < c g(n)

f(n) je asymptoticky vetsi nebo rovno g(n), znacCime f(n) € Q(g(n)), pokud
3¢>0 3ng>0 Vn2ny : 0 < c g(n) < f(n)

f(n) je asymptoticky stejné jako g(n), znaCime f(n) € ®(g(n)), pokud
3c>0 3d>0 dng>0 Vn=2ny: 0<cg(n)<f(n)=<d

f(n) je asymptoticky ostre mensi nez g(n), znacCime f(n) € o(g(n)), pokud
vc>0 dng>0 Vn2ny : 0 < f(n) < c g(n)

f(n) je asymptoticky ostre vétsi nez g(n), znaCime f(n) € w(g(n)), pokud
vc>0 dng>0 Vn2ny : 0 < c g(n) < f(n)
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Zakladni grafové algoritmy

Znaceni:graf G=(V,E), V vrcholy, |V|=n, E hrany, |[E|=m
neorientovany graf: hrana = neuspofradana dvojice vrcholl
orientovany graf: hrana = usporadana dvojice vrcholl

Reprezentace grafu: matice sousednosti O(n?)

seznamy sousedU O(n+m)
Prohledavani grafu
Prohledavani do Sifky (BFS — breadyth first search)
BFS(G,s)
for each ueV do begin barvalu]:=bila; d[u]:=Maxint; p[u]:=NIL end;

barva[s]:=Seda; d[s]:=0; Fronta:={s};
while Fronta neprazdna do
u:=prvni ve Fronté;
for each v je soused u do if barva[v]=bila then
begin barva[v]:=Seda; d[v]:=d[u]+1; p[v]:=u; v zarfad na konec Fronty end,;

barvalu]:=Cerna; vyhod u z Fronty 8
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Poznamky k BFS (opakovani z pfednasky Programovani):

1.
2.
3.

Prohledava graf po vrstvach podle vzdalenosti (méfeno poctem hran) od vrcholu s

Postupné navstivi vSechny vrcholy dostupné z s a vytvori strom nejkratSich cest

Vig Vv s

s nezapornymi vahami na hranach) nebo Primova (Jarnikova) algoritmu (minimalni
kostra vazeného grafu)

Funguje i na orientovaném grafu (beze zmeény)

Pfi zadani pomoci seznamu sousedu bézi v Case ®(n+m)

Pouziti BFS: testovani souvislosti neorientovaného grafu

vybereme nahodné vrchol s a spustime BFS z s
pokud po ukonc€eni BFS zustane né&jaky vrchol bily: graf neni souvisly

spocitani poCtu komponent souvislosti: opakované spousténi BFS z nahodné
vybraného bilého vrcholu dokud néjaky bily vrchol existuje

opet bezi v Case ®(n+m)
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Prohledavani do hloubky (DFS — depth first search)
* neorientovana verze viz pfednaska z Programovani — hlavni rozdil proti BFS spociva v
tom, ze aktivni (§edé) vrcholy nejsou ukladany do fronty ale do zasobniku, ktery je bud
explicitneé vytvaren algoritmem nebo implicitné rekurzivnim volanim
« orientovana verze: probereme podrobné, pfedpokladame zZe graf je reprezentovan
pomoci seznamu sousedu

DFS(G)
begin  fori:=1 to n do barva[i]:=bil3;

cas:=0;

for i:=1 to n do if barva[i]=bila then NAVSTIV(i)
end;

NAVSTIV(i) {iednoducha verze}
begin  barva[i]:=Seda;
Ccas:=Cas+1;
d[i]:=Cas;
for each j je soused i do if barvalj]=bila then NAVSTIV(j);
barva[i]:=Cerna;
cas:=Cas+1;
fli]:=Cas
end;

10



Klasifikace hran pro DFS na orientovaném grafu:

(i,)) je stromova
(i,)) je zpateCni
(i,j) je dopredna

(i,)) je pricna

Vlastnosti DFS

| byl objeven z |

j je pfedchudce i v DFS stromé

| je pfedchudce j v DFS stromé
(ale ne primy rodic)

nenastal ani jeden z predchozich

tfi pripadu
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pri prohlizeni (i,j) je j bily
pfi prohlizeni (i,)) je j Sedy
(

pfi prohlizeni (i,j) je j Cerny

a navic d(i) < d())
pfi prohlizeni (i,j) je j Cerny
a navic d(i) > d())

1. Stromové hrany tvofi orientovany les (DFS les = mnozina DFS strom)

2. Vrchol j je naslednikem vrcholu i v DFS stromé < v Case d(i) existovala z i do | cesta
sestavajici vylucné z bilych vrcholu

3. Intervaly [d(i), f(i)] tvofi ,dobré uzavorkovani“ tj. pro kazde i#j plati
* bud [d(j), f()] ~ [d(i), 1(i)] = &
* nebo [d(i), f(i)] < [d(j), f(j)] aije naslednikem jv DFS stromé
* nebo [d()), f(j)] < [d(i), ()] a ] je naslednikem i v DFS stromeé

Dusledek: j je naslednikem i v DFS stromé < [d(j), f(j)] < [d(i), f(i)]

11



NAVSTIV(i) {plna verze}

begin  barva[i]:=Seda;
cas:=Cas+1;
d[i]:=Cas;

for each j je soused i do
if barva[j]=bila
then begin  NAVSTIV());
oznac (i,j) jako stromovou
end
else if barvalj]=Seda
then begin  ohlas nalezeni cyklu;
oznac (i,j) jako zpétnou
end
else if d(i) < d(j)
then oznac (i,j) jako doprednou
else oznac (i,j) jako pricnou
barva[i]:=Cerna;
cas:=Cas+1;
fli]:=Cas
end;

Slozitost: stale linearni ®(n+m)

TINO60 Ondrej Cepek
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Topologické Cislovani vrcholl orientovaného grafu

Definice: Funkce t: V — {1,2, ... ,n} je topologickym ocCislovanim mnoziny V pokud pro
kazdou hranu (i,j) € E plati t(i) < t(j).

Pozorovani: topologické ocCislovani existuje pouze pro acyklické grafy

Hloupy algoritmus:

1. Najdi vrchol ze kterého nevede zadna hrana a pfirad mu posledni volné Cislo
2. Odstran oCislovany vrchol z grafu a pokud je graf neprazdny tak jdi na bod 1.

Slozitost: ®(n(n+m))

Chytry algoritmus: mirna modifikace DFS, bézi v Case ®(n+m)

Lemma: G obsahuje cyklus < DFS(G) najde zpétnou hranu

Véta: Ocislovani vrcholl acyklického grafu G podle klesajicich ¢asu jejich opusténi
(Casy f(i)) je topologické.
13
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Tranzitivni uzaveér orientovaného grafu

Definice: Orientovany graf G'=(V,E’) je tranzitivnim uzavérem orientovaného grafu
G=(V,E) pokud pro kazdou dvoijici vrcholu i,j €V takovych, Ze i = | plati
z ido jvede v G orientovana cesta = (i,j) € E
Tranzitivni uzavér G’ reprezentovany matici sousednosti = matice dosazitelnosti grafu G

Matici dosazitelnosti Ize ziskat v Case ©(n(n+m)) pomoci n pouziti DFS

Silné souvislé komponenty orientovaného grafu

Definice: Necht G=(V,E) je orientovany graf. Mnozina vrcholi K — V se nazyva silné
souvisla komponenta grafu G pokud

« Pro kazdou dvoijici vrcholl i,j K takovych, Ze i # | existuje v grafu G orientovana
cesta zidojaorientovanacestazjdoi. (1)

* Neexistuje mnozina vrcholul L ktera by byla ostrou nadmnozinou K a spliovala (1).

Hloupy algoritmus: vytvofime tranzitivni uzavér (matici dosazitelnosti) a z néj v Case
®(n?) ,precteme” jednotlivé SSK

14



Chytry algoritmus: TINOB0 Ondrej Cepek

Vstup: orientovany graf G=(V,E) zadany pomoci seznamu sousedu

Faze 1: DFS(G) doplnéné o vytvoreni spojového seznamu vrcholl podle klesajicich
¢asu jejich opusténi
Faze 2: vytvoreni transponovaného grafu G7

Faze 3: DFS(GT) modifikované tak, ze vrcholy jsou v hlavnim cyklu zpracovavany v
pofadi podle seznamu vytvofeného ve Fazi 1 (misto podle Cisel vrcholl)

Vystup: DFS stromy z Faze 3 = silné souvislé komponenty grafu G

Definice: Necht G=(V,E) je orientovany graf. Graf G'=(V,ET), kde
(i,j) e ET< (j,i) e E
se nazyva transponovany graf ke grafu G.

Plati:  Transponovany graf Ize zkonstruovat v €ase ®(n+m) a tim padem cely
algoritmus bézi v Case ®(n+m).

Lemma: Necht G=(V,E) je orientovany graf a K je SSK v G. Po provedeni DFS(G) plati:
1. mnoZina K je podmnozinou vrcholl jediného DFS stromu

2. vdaném DFS stromé tvori mnozina K podstrom

15



TINO60 Ondrej Cepek
Extremalni cesty v (orientovanych) grafech

extremalni cesta = nejkratSi (nejdelSi) cesta (zalezi na kontextu)

graf bez vah na hranach: délka cesty = pocCet hran na cesté (Ize nalézt pomoci BFS)

graf s vahami na hranach: oznacme

G = (V,E) orientovany graf
w:E—>R vahova funkce
pokud p = (v, V4, ... ,Vk) je orientovana cesta (povolujeme opakovani vrcholl), tak

W(p) = W(Vo,V1) + W(Vq,V2) + ... + W(Vi1,Vk)
Definice (vaha nejkratSi cesty z u do v)
o(u,v) = min {w(p) | pje cestazudov} pokud 3 cestazudov
JLoo jinak
Definice (nejkratSi cesta z u do v)

NejkratSi cesta z u do v je libovolna cesta z u do v pro kterou plati w(p) = 6(u,v)

16
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Negativni cykly: negativni cyklus = orientovany cyklus s celkovou negativni vahou

« Graf bez negativnich cykla: 6(u,v) definovano pro vSechny dvojice vrcholl u a v
a alespon jedna nejkratsi cesta je pro kazdou dvojici
vrcholl prosta (bez cykll)

« Graf s negativnimi cykly: pokud z u do v 3 cesta obsahujici negativni cyklus, tak
dodefinujeme 5(u,v) = -0

NejkratsSi cesty z jednoho zdroje
Uloha: pro pevné zvoleny vrchol seV (zdroj) chceme

spocitat 6(s,v) pro vSechna v € V \ {s}

Co nas Ceka:

1. acyklicky graf (a jakékoli vahy) — algoritmus DAG (algoritmus kritické cesty)
2. nezaporné vahy (a jakykoli graf) > Dijkstriv algoritmus

3. bez omezeni (jakykoli graf i vahy) — Bellman-FordUv algoritmus

17
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Trivialni pozorovani

Vlastnost 1 Pokud p=(vo,v4, ... ,Vx) je nejkratSi cestaz vodo v, pak Vi,j: 0 =i<j<Kk
plati, ze (pod)cesta p;=(v;, ... ,v)) je nejkratSi cestou z v; do v;.

Viastnost 2 Pokud je p nejkratSi cestou z s do v a posledni hrana na p je (u,v)<E, pak
o(s,v) = d(s,u) + w(u,v)

Vlastnost 3 Pokud je (u,v)eE hrana, tak 6(s,v) < 6(s,u) + w(u,v).

Zpresnovani hornich odhadul pro nejkratSi cesty

Pro kazdy veV budeme drzet hodnotu d(v), pro kterou bude platit invariant d(v) = 6(s,v).

Inicializace (G,s);
for each veV(G) do
begin d(v) = w;
p(v) := NIL {pfedchldce na nejkratSi cesté}
end;
d(s) := 0.

18
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Po inicializaci se opakované (v néjakém poradi) provadi prepocitavani odhadu:

Relax (u,v,w);
if d(v) > d(u) + w(u,v) then
begin d(v) :=d(u) + w(u,v);

p(v) :=u
end.

Vlastnost 4 Pokud je (u,v)eE hrana, tak v okamziku po provedeni Relax (u,v,w) plati
d(v) < d(u) + w(u,v).

Vlastnost 5 Pokud byla provedena Inicializace (G,s), tak v veV plati d(v) = 6(s,v) a
tato nerovnost zlistane v platnosti po libovolné posloupnosti relaxaénich krokd. Navic
pokud hodnota d(v) klesne az na hodnotu 4(s,v), tak uz se v dalSim prubéhu nezméni.

Viastnost 6 Pokud z s do v nevede orientovana cesta, tak od Inicializace (G,s) dal
plati d(v) = d(s,v) = o.

Viastnost 7 Necht je p nejkratSi cesta z s do v a posledni hrana na p je (u,v). Necht je
provedena Inicializace (G,s) a po ni posloupnost relaxacnich kroku, ktera obsahuje
volani Relax (u,v,w). Pak pokud d(u) = 6(s,u) plati v néjaky okamzik pfed zavolanim
Relax (u,v,w), tak d(v) = 6(s,v) plati v jakémkoli okamziku po zavolani Relax (u,v,w).

19
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Algoritmus DAG (directed acyclic graph) = algoritmus kritické cesty
DAG (G,w,s);
topologicky setfid vrcholy grafu G;
Inicializace (G,s);
for each (ueV(G) v topologickém poradi) do
for each (veV(G) takové ze (u,v) €eE(G)) do Relax (u,v,w)

Véta: Necht G=(V,E) je acyklicky vazeny orientovany graf a s<V(G) libovolny vrchol. Pak
po ukonceni procedury DAG (G,w,s) pro kazdy vrchol v €V(G) plati d(v) = 5(s,v).

Casova slozZitost: Cely algoritmus b&Zi v ®(n+m) protoze

* topologickeé ocislovani (setfidéni) trva ©(n+m)
» vlastni algoritmus trva ®(1) na vrchol a ®(1) na hranu, tj. celkem také ®(n+m)

Aplikace: Acyklicky graf, kde (hrany = €innosti) a (vahy = doby trvani Cinnosti). Graf
vyjadruje zavislosti mezi Cinnostmi, kazda orientovana cesta odpovida Cinnostem které
musi byt provadény jedna po druhé. Snazime se najit kritickou cestu, tzn. cestu v grafu
s nejvétsim moznym souctem (kazdé zpozdéni Cinnosti na kritické cesté zpUsobi
zpozdeéni celého projektu).

Reseni: V algoritmu DAG bud
* vSem vaham oto¢ime znaménka nebo

* v Inicializace (G,s) zaménime « za -« a v Relax (u,v,w) oto€ime nerovnost 20
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Dijkstruv algoritmus

« predpoklad: vSechny vahy na hranach jsou nezaporné (Vv (u,v)<E plati w(u,v) = 0)
« vSechny vrcholy jsou béhem prace algoritmu rozdéleny do dvou mnozin

a) vrchol v patfi do S pokud je jeho nejkratSi vzdalenost od zdroje s jiz spocitana, takze
plati d(v) = 6(s,v) — na zac€atku (po Inicializace (G,s)) plati S = &

b) v opaéném pripadé patfi v patfi do Q = V \ S kde Q je implementovana jako datova
struktura podporujici vyhledavani vrcholu v s minimalnim d(v)

Dijkstra (G,w,s);
Inicializace (G,s);
S :=0;Q:=V(G),
while (Q # &) do
u := Extract-Min (Q);
S: =S u{u}
for each (veV(G) takové ze (u,v) €eE(G)) do Relax (u,v,w)

Véta: Necht G=(V,E) je vazeny orientovany graf s nezapornymi vahami na hranach a
necht seV(G) je libovolny vrchol. Pak po ukoncCeni procedury Dijkstra (G,w,s) pro
kazdy vrchol v eV(G) plati d(v) = 5(s,v).

Casova slozitost: ®(n?) pokud je Q implementovano jako pole

O((n+m)log n)  pokud je Q implementovano jako binarni halda 21
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Bellman-Fordlyv algoritmus
pomalejSi nez Dijkstra ale obecnéjsi (umi pracovat i se zapornymi vahami)

Bellman-Ford (G,w,s);
Inicializace (G,s);
fori:=1to |V(G)|-1 do
for each ((u,v) eE(G)) do Relax (u,v,w);
{n-1 iteraci, v kazdé iteraci zrelaxuje vSechny hrany}
for each ((u,v) eE(G)) do if d(v) > d(u) + w(u,v) then return FALSE;
{hledani zaporného cyklu dosazitelného z s}
return TRUE

Casova sloZitost: ©(nm) (kazda iterace trva ©(m))

Lemma: Necht G=(V,E) je vazeny orientovany graf s vahovou funkci w a zdrojovym
vrcholem s. Pfedpokladejme, ze G neobsahuje zaporné cykly dostupné z vrcholu s. Pak
v dobé ukoncCeni prace algoritmu plati d(v) = o(s,v) pro vSechny vrcholy dosazitelné z s.

Véta: Necht G=(V,E) je vazeny orientovany graf s vahovou funkci w a zdrojovym
vrcholem s. Pak po ukonc€eni procedury Bellman-Ford (G,w,s) plati:

» pokud G obsahuje negativni cyklus dosazitelny z s, tak algoritmus vratil FALSE

» pokud G neobsahuje negativni cyklus dosazitelny z s, tak algoritmus vratil TRUE a pro

kazdy vrchol v eV(G) plati d(v) = 5(s,Vv). 9
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NejkratSi cesty pro vSechny pary vrcholu

Uloha: pro kazdou (uspofadanou) dvoijici vrcholt u,v spoditat 5(u,v).

Predpoklad: graf G zadan matici sousednosti WWC (pokud ne, tak ji ze seznamu sousedu
v Case O(n?) vytvofime), ktera je definovana predpisem

0 pokud u=v
Wy, =<9 Ww(u,v) pokudu#v a (uyv)eE
00 pokud u#v a (u,v) ¢ E

ZjiednoduSeni: predpokladame, Ze v grafu nejsou zaporné cykly (ale zaporné hrany tam
byt mohou).

Cil: Zkonstruovat matici D€ pro kterou d,, = 6(u,v).

Reseni (pomoci pfedchozich algoritmil): n krat spustit algoritmus na hledani nejkratSich
cest z jednoho zdroje (kazdy béh spocita jednu fadku matice D)

* G acyklicky: n krat DAG — slozitost ®(n(n+m))
» nezaporné vahy: n krat Dijkstra — slozitost ®(n3) (pole) nebo ®(n(n+m)log n) (halda)
* bez omezeni: n krat Bellman-Ford — slozitost ®(n?m) coz je ©(n*) pro husté grafy

Posledni hodnotu budeme zlepSovat (pfipad bez omezeni).
23
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Algoritmy ,nasobeni matic”

Budeme postupovat indukci podle poCtu hran na nejkratsi cesté. Definujme
du(k) = minimalni vaha cesty z u do v, ktera obsahuje nejvyse k hran
1. k=1: d. (1) = w,, usporfadame-li tato isla do matice, tak D&(1) = WE
2. k-1->k duw(k) = min{dy,(k -1), minsg<n{du(k -1) + wiy}} = minggen{dyi(k -1) + wi}
Posledni rovnost plyne z toho, Zze vezmeme-li i = v, tak w,,, = 0. Takze mUzZeme psat
DG(k+1) = DS(k) ® WG
kde ovSem maticové nasobeni ® pouziva skalarni soucin, v némz je:
* nasobeni nahrazeno scitanim a
« scitani nahrazeno vybranim minima.
Pokud v G nejsou zaporné cykly, tak je kazda nejkratSi cesta jednoducha (bez cykla)
— kazda nejkrat§i cesta ma nejvySe n -1 hran — D€(n-1) = DS(n) = D€ (n+1) = ... = D&

Pomala verze algoritmu: postupnym nasobenim spocitame DG(1), D&(2),... ,DC(n-1).

Slozitost : n-2 nasobeni matic fadu n — (n-2) krat ®(n3) — ©(n*)

Rychla verze algoritmu: vyuzijeme asociativitu operace ® a pocCitame jen mocniny.

Slozitost : logon nasobeni matic fadu n — logon krat ®(nd) — G(n3 logsn) 24
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Floyd-Warshallliv algoritmus

« podobna idea jako maticové nasobeni (také ,dynamické programovani, t.j
postupné budovani finalniho vysledku z jednodussich vysledku)

* hlavni rozdil: indukce ne podle pocCtu hran na nejkratSich cestach, ale podle
mnoziny vrcholu, které jsou ,povoleny” jako vnitfni vrcholy na nejkratSich cestach

dyv(k) = minimalni vaha cesty z u do v s vnitfrnimi vrcholy z mnoziny {1, ... k}
1. k=0: duw(0) = w,, atedy DE(0)=WE
2. k-1->k: duv(k) = min{d,.(k-1), du(k-1) + dw,(k-1)}

PriCina zlepSeni: spocitani d,, (k) trva ®(1) a ne ®(n) jako v predchozim pripade

Floyd-Warshall (G,w);
DG(0) := WEG;
for k:==1to n do
for u:=1tondo
for v:=1 to n do d (k) = min{dy(k-1), dux(k-1) + di,(k-1)};
return DG(n)

Slozitost: ®(n3)
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Minimalni kostra grafu TINOB0 Ondrej Cepek

Vstup: Souvisly neorientovany graf G=(V,E) s vahovou funkci w : E — R.

Uloha: Nalezeni minimalni kostry grafu G, tj. souvislého acyklického podgrafu G'=(V,T)
kde T < E s minimalni moznou celkovou vahou w(T).

Plati:  |T| = |V|-1 a proto Ize BUNO predpokladat, 2e V e € E: w(e) =0

|dea: Postupné pridavame hrany do mnoziny A pro kterou v kazdém okamziku plati,
Ze je podmnozinou néjaké minimalni kostry.

Definice: Necht je mnoZina hran A podmnozinou néjaké minimalni kostry. Hrana e € E
se nazyva bezpecna pro A pokud take A U {e} je podmnozinou né&jake
minimalni kostry.

Min-kostra (G,w);

A=

fori:=1ton-1do
najdi hranu (u,v) € E ktera je bezpecCna pro A;
A=Au{(uVv)}

return A

Definice: Rozklad mnoziny vrcholl na dvé ¢asti (S,V \ S) se nazyva fez. Hrana (u,v) € E
kfizi Fez (S,V \ S) pokud |{u,v} n S| = 1. Rez respektuje mnozinu hran A pokud Zadna
hrana z A nekfizi dany fez. Hrana kfizici rez se nazyva lehka hrana pro dany rez,

pokud je jeji vaha nejmensi ze vSech hran které krizi dany fez. 26



TINO60 Ondrej Cepek
Véta: Necht G=(V,E) je souvisly neorientovany graf s vahovou funkci w : E — R, necht' A
c E je podmnozinou néjaké minimalni kostry a necht (S,V \ S) je libovolny rfez ktery
respektuje A. Potom pokud (u,v) € E je lehka pro fez (S,V \ S), tak je bezpecna pro A.

Dusledek: Necht G=(V,E) je souvisly neorientovany graf s vahovou funkci w : E — R,
necht A ¢ E je podmnozinou néjaké minimalni kostry a necht C je souvisla komponenta
(strom) podgrafu zadaného mnozinou A. Potom pokud (u,v) € E je hrana s minimalni
vahou mezi hranami spojujicimi C s jinymi komponentami podgrafu zadaného mnozinou
A, tak je (u,v) bezpecCna pro A.

PopiSeme dvé rlizné strategie vybirani bezpeénych hran dle DUsledku:
» algoritmus Borlvka (1926) — Kruskal (1956)

vzdy vybira hranu, ktera ma nejmensi vahu ze vSech hran, které vedou mezi
stavajicimi komponentami podgrafu zadaného mnozinou A

v kazdém kroku slouCi néjaké dva stromy v A v jeden strom
hrany v A tvori v kazdém okamziku les

» algoritmus Jarnik (1930) — Prim (1957)
hrany v A tvofi v kazdém okamziku jediny strom

vzdy vybira hranu, ktera ma nejmensi vahu ze vSech hran, které vedou mezi
budovanym stromem a jeho okolim
27
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Kruskal (G,w); (podobny jako starSi Boruvkuav algoritmus pracujici ve fazich)
setfid vSechny hrany v E do neklesajici posloupnosti podle jejich vanh;
A=
foreach v € V do Make-Set (v);  {kazdy vrchol je v jednoprvkové mnoziné}
for each (u,v) € E v poradi dle setfidénych vah do
if Find-Set (u) # Find-Set (v) then {vrcholy jsou v riGznych mnozinach}

A=Au{(uv)

Union (u,v); {sjednoceni obou mnozin}
return A
Casova slozZitost: ®(m log m) kdyZz mnoziny reprezentovany pomoci spojovych seznamd

Jarnik-Prim (G,w,r); {r je startovni vrchol — kofen budovaného stromu}

Q :=V(G);
for each veV(G) do kli¢(v) := « ;
KIic(r) := 0; p(r) := NIL;
while (Q # ) do

u := Extract-Min (Q);

for each (veV(G) takové ze (u,v) eE(G)) do

if (v e Q) and klic(v) > w(u,v) then
Klic(v) := w(u,v);

p(v) :=u

Casova slozitost: ©(n?) pokud je Q implementovano jako pole o8
®(m log n) pokud je Q implementovano jako binarni halda
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Dvynamické mnoziny

dynamické — méni se v Case (velikost, obsah, ...)

prvek dynamické mnoziny: je pfistupny pres ukazatel (pointer) a obsahuje

* kliCc (kliCovou polozku) — typicky z néjaké linearné usporadané mnoziny

« ukazatel (nebo nékolik ukazatelt) na dalSi prvek (nebo prvky)

* pfipadne dalsSi data

Operace na dynamické mnoziné

Necht' S je dynamicka mnozina prvkl, k hodnota kli¢e a x ukazatel na prvek :

Find(S,k)
Insert(S,x)
Delete(S,x)
Min(S)
Max(S)
Succ(S,x)

Predec(S,x)

vraci ukazatel na prvek s kliCem k v mnoziné S nebo NIL
do S vlozi prvek na ktery ukazuje x

z S odstrani prvek na ktery ukazuje x

vraci ukazatel na prvek v S s minimalnim kliCem

vraci ukazatel na prvek v S s maximalnim klicem

vraci ukazatel na v poradi (podle linearniho poradi klica)
bezprostfedné dalSi prvek v S po prvku na ktery ukazuje x

to samé pro bezprostfedné predchozi prvek 29
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Binarni vyhledavaci stromy (BVS)

dynamicka datova struktura podporujici vSechny operace na dynamické mnozinée

binarni strom: kazdy prvek dynamické mnoziny obsahuje 3 ukazatele a to na

* levého syna (levy)
 praveho syna (pravy)
* rodiCe (rodic)

binarni vyhledavaci strom:

pro kazdy prvek x plati : vSechny prvky v levém podstromé prvku x maji mensSi kliC
nez x (rovnosti pfipoustime) a vSechny prvky v pravém podstromeé prvku x maji
vétsi kli¢ nez x (POZOR — neplést si BVS a binarni haldu)

Find(x,k) {x je ukazatel na kofen BVS obsahujiciho mnozinu S}
while (x<>NIL) and (k<>kli¢(x)) do
if (k< kli¢(x)) then x := levy(x)
else x := pravy(x)
return x

Slozitost je O(h), kde h je vySka BVS se kterym se pracuje 30
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Min(x) {x je ukazatel na kofen BVS obsahujiciho mnozinu S}

while (levy(x)<>NIL) do x := levy(x)

return x

Max(x) {x je ukazatel na kofen BVS obsahujiciho mnozinu S}

while (pravy(x)<>NIL) do x := pravy(x)

return x

Succ(x) {ukazatel na kofen BVS obsahujiciho mnozinu S neni potfeba}

if (pravy(x)<> NIL)
then return Min(pravy(x)) {x ma P syna — naslednik je min v pravém podstrome}
else {x nema P syna — stoupame vzhUru dokud nejdeme od L syna k rodici}
begin vy :=rodic(x)

while (y<>NIL) and (x=pravy(y)) do

begin Xx:=y
y = rodic(y)
end
return y
end
Preced(x) {symetrické k Succ(x)}

Slozitost téchto vyhledavacich operaci je opét O(h)
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Zbyva popsat modifikujici operace Insert a Delete :

Insert(x,z) {x je ukazatel na kofen BVS obsahujiciho mnozinu S a z
je ukazatel na vkladany prvek s levy(z) = pravy(z) = NIL}
y ;= NIL
W = X
while (w<>NIL) do {klesam stromem s dvojici ukazatelt w (prvni)
begin y:=w a y (druhy), kdyz w dojde na NIL, tak y ukazuje
if (klic(z) < klic(w)) na prvek, pod ktery chceme z zavésit}
then w = levy(w
else w := pravy(w)
end
rodic(z) .=y
if (y<>NIL)

then if (klic(z) < klic(y))
then levy(y) =z
else pravy(y) .=z
else X:=z {z se stava kofenem, strom byl prazdny}

Slozitost je opét O(h).
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Delete ma 3 pfipady, podle poc¢tu synd vyhazovaného prvku: 0,1, nebo 2 synové

Delete(x,z) {x je ukazatel na kofen BVS obsahujiciho mnozinu S a z
je ukazatel na prvek vyhazovany z BVS}
if (levy(z) = NIL) or (pravy(z) = NIL)

theny =z
else y := Succ(z) {y nyni ukazuje na prvek, ktery budeme vyhazovat}
if (levy(y) <> NIL)
then w := levy(y) {w ukazuje na jediného syna prvku y (pokud existuje)
else w := pravy(y) nebo na NIL (pokud y nema ani jednoho syna) }
if (w <> NIL) then rodic(w) := rodic(y) {navazani ukazatele nahoru}
if (rodi¢(y) = NIL)
then x :=w {byl vyhozen kofen, w ukazuje na novy koren}
else if (y = levy(rodi¢(y))) {yje levym synem svého rodiCe}
then levy(rodié(y)) := {navazani ukazatele dolU}
else pravy(rodic(y)) :=

if (y <> 2z) then klic(z) := klic(y ) {a pfipadné také obsah(z) := obsah(y) .
presypani celého obsahu prvku y do prvku z
(kromé ukazatelll na syny a rodice)}

Slozitost je opét O(h) 33
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Cerveno-Cerné stromy

Nevyhoda ,,obyCejnych” BVS — vSechny operace jsou O(h) coz je O(log n) na
,vyvazenych® BVS (s n uzly) ale Q(n) na ,zdegenerovanych® BVS (strom muze
zdegenerovat na obyCejny spojovy seznam délky n)

Cil: chceme garantovat O(log n) pro vSechny operace i v nejhorSim pripadé
Cerveno-&erny strom je BVS, kde kazdy uzel méa navic dva atributy:

* barva, ktera muze byt a) Cervena nebo b) ¢erna

* typ, ktery mlze byt a) interni nebo b) externi

Interni uzly jsou vSechny uzly v puvodnim BVS, externi uzly jsou uméle pfidané
,2nove listy®, tj. na kazdém NIL ukazateli z interniho uzlu do syna ,visi* jeden externi
uzel. Externi uzly nemaiji ani kli¢ ani obsah, jenom barvu a ukazatele na rodiCe.

Pozadované vlastnosti &erveno-¢ernych stromu (definice C-C stromu):
1.Kazdy uzel je bud Cerveny nebo Cerny

2.Kazdy externi uzel je Cerny

3.Kazdy Cerveny vrchol (ktery musi byt diky 2. interni) ma oba syny ¢erné

4.Kazda cesta od (libovolné pevné zvoleného) vrcholu x k listdm v podstromé

s kofenem x obsahuje stejny pocet cernych uzlu
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Pozorovani:

 kazdy interni uzel ma pravé dva syny

* na Zzadné veétvi (od kofene k listu) nejsou dva Cervené vrcholy za sebou (viz 3.)
» kazda vétev (od korene k listu) ma stejné Eernych vrcholl (viz 4.)

* nejdelSi vétev je nejvySe dvakrat delSi nez nejkratsi vétev — strom je ,vyvazeny"”
Definice:

« vySka uzlu: h(x) = pocet uzli (nepoditaje x) na nejdelSi cesté z x do listu v
podstromé s kofenem x

* Cerna vyska uzlu: bh(x) = po€et ¢ernych uzli (nepocitaje x) na néjaké cesté z x
do listu v podstromé s kofenem x (definice je korektni diky vlastnosti 4.)

Lemma 1: Necht x je libovolny uzel. Pak podstrom s korenem x obsahuje alespon
26h) — 1 internich uzl{.

Lemma 2: Cerveno-&erny strom s n internimi uzly méa vysku nejvyse 2 log,(n+1).

I?Gvsledek: Dotazovaci operace (Find, Min, Max, Succ, Predec) pro BVS maji na
C-C stromech garantovanou slozitost O(log n) aniz by bylo potfeba je ménit
(nemohou pokazit Zadnou vlastnost C-C stroml, protoZze strom nemodifikuji)
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Rotace (leva a prava)

pomocné operace potrebné pro implementaci operaci Insert a Delete, splnuijici:

« zachovavaji vlastnost BVS — pro kazdy uzel x plati, ze kli€e v levém podstromé
jsou mensSi nez kli€¢ uzlu x a kliCe v pravém podstrome jsou vétsi nez kli€ uzlu x

* pouze presméruji konstantné mnoho ukazatelt a tim padem bézi v O(1)

Vkladani uzlu

Pozorovani: pokud je kofen C-C stromu &erveny, tak ho Ize pfebarvit na gerny, aniz
by mohlo dojit k porudeni né&které vlastnosti C-C stromu. MiZzeme tedy piedpokladat,
Ze pred vkladanim uzlu je kofen stromu Cerny (a budeme tuto vlastnost i nadale
udrzovat v platnosti).

Preprocessing: uzel vlozime standardni procedurou na vkladani do BVS a vilozeny
uzel obarvime na Cerveno.

Ktera vlastnost C-C stromi mGze byt po preprocessingu porusena? Jediné vlastnost
3. pokud vlozeny uzel x i jeho otec y jsou oba Cervené. Pokud je y Cerveny, tak
nemuze byt kofenem stromu, takZze musi mit jesté otce z (ktery je urcité erny). Nyni
mohou nastat 3 pripady:
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1. Bratr uzlu y (stryc uzlu x) je Cerveny.

Akce: uzly prebarvime (y a bratra y na ¢erno, z na ¢erveno). Pokud ma uzel z
cerného otce, tak konCime, pokud ma Cerveného otce, tak jsme ,,chybu”
presunuli vySe a iterujeme (opét jsou tfi moznosti). Pokud uzel z nema otce (je
to koren), tak ho prebarvime na ¢erno a kon€ime.

2. Bratr uzlu y (stryc uzlu x) je €erny a x je opacnym synem y nez je y synem z.

Akce: Pokud je x pravym synem y a y je levym synem z, tak Leva Rotace(y), v
opacnem pripadé Prava Rotace(y). Tim je situace prevedena na pfipad 3.

3. Bratr uzlu y (stryc uzlu x) je €erny a x je stejnym synem vy jako je y synem z.

Akce: Pokud je x levym synem y a y je levym synem z, tak Prava Rotacve(vz) a
pfebarveni y na ¢erno a z na ¢erveno. Tim jsou vSechny vlastnosti C-C stromu
splnény a kon€ime. Opacny pfipad je symetricky.

Slozitost vkladani je O(log n) :

« preprocessing (obycCejny BVS insert) je O(log n)
« akce pripadu 1. je O(1) a provede se O(log n) krat

» akce pfipadu 2. a 3. jsou obé O(1) a provedou se kazda nejvysSe jednou
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Odstranéni uzlu

Preprocessing: uzel odstranime standardni procedurou na odstranéni uzlu z BVS.

Pozorovani: skute€né odstranovany uzel (necht je to y) ma nejvyse jednoho
(interniho) syna (necht je to x) , pokud nema zadné interni syny, tak oznacme jako x
jednoho z externich synt uzlu y

Pokud je y éerveny, neni nutné nic délat, vlastnosti C-C stromu plati i po deletu y
Pokud je y Cerny, tak porusena vlastnost 4 (s vyjimkou kdy y je kofen stromu),
protoze cesty puvodné vedouci pfes y ztrati jedniCku ze své Cerné vysky, ale cesty k
listim nevedouci plivodné pfes y maiji stejnou ¢ernou vysku jako na zacatku operace

Pokud je x 8erveny, stadi prebarvit x na éerno a vdechny vlastnosti C-C stromt
zacCnou platit. Tudiz jediny zajimavy pripad je ten, kdyz je x Cerny.

MysSlenka: uzel x udélame ,dvojité Cernym® (coz splni vlastnost 4) a tuto ,,ernou
barvu navic“ budeme posunovat vzhuru stromem dokud se ji nezbavime

Pozorovani: pokud je x kofen stromu, tak Cernou barvu navic jednodusSe odstranime
a Cerna vyska vsech vrcholu zustane stejna, pokud x neni kofen tak rodi¢(x) musi
mit jeSté jednoho interniho syna (necht je to w), jinak by cesty k listm nemohly
splnovat vlastnost 4 (externi syn uzlu rodic(x) by mél mensi Cernou vysku nez x)

Budeme predpokladat, Ze x je levym synem uzlu rodic(x) (opacny pfipad je

symetricky) a rozliSime Ctyfi pfipady podle barvy w a jeho pfipadnych synu: ”
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1. uzel w je Cerveny (a tim padem ma dva €erné syny)

Akce: vyménime barvy w a jeho rodiCe (coz je takeé rodi€ uzlu x) a provedeme Leva
Rotace(rodic(x)), €imz situaci pfevedeme na jeden z pfipadu 2 nebo 3 nebo 4

2. uzel w je Cerny a ma dva Cerné syny

Akce: odstranime jednu Cernou z x a prebarvime w na Cerveno. Jejich spoleCného
rodiCe pokud je Cerveny tak prebarvime na Cerno (a kon€ime), pokud je ¢erny
tak pfebarvime na dvojité ¢erny. Tento postup dvojité ¢erného uzlu vzhiru se
zastavi nejpozdéji v koreni.

Poznamka: pokud nasleduje pfipad 2 po pfipadu 1, tak proces konci (spolecny rodi¢
uzll x a w je po pfipadu 1 Cerveny a je v pfipadu 2 pfebarven na ¢erno)

3. uzel w je Cerny, jeho levy syn je Cerveny a pravy syn Cerny

Akce: vymenime barvy w a jeho levého syna a provedeme Prava Rotace(w), Cimz
situaci prevedeme na pripad 4

4. uzel w je Cerny a jeho pravy syn je Cerveny

Akce: pravého syna uzlu w prebarvime na Cerno a z x odebereme Cernou barvu
navic. Pokud byl rodic(x) Cerveny, tak ho prebarvime na €erno a uzel w na
cerveno. Provedeme Leva Rotace(rodic(x)).
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Slozitost odstranovani je O(log n):

« preprocessing (obycCejny BVS delete) je O(log n)
» akce pripadu 2 je O(1) a provede se O(log n) krat

* akce pfipadu 1, 3 a4 jsou O(1) a provedou se kazda nejvySe jednou

AVL stromy

Definice (Adelson-Velskii, Landis) Binarni vyhledavaci strom je AVL strom
(vyvazeny strom) tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdy uzel x ve stromé plati

|(vySka levého podstromu uzlu x) - (vySka pravého podstromu uzlu x)| < 1
Véta Vyska AVL stromu s n vrcholy je O(log n).

Dusledek VSechny dotazovaci operace pro BVS (Find, Min, Max, Succ, Predec)
které prohledavany strom neméni maji na AVL stromu slozitost O(log n) aniz by
bylo potieba je jakkoli upravovat.

Modifikujici operace Insert a Delete pracuji stejné jako na normalnim BVS s
pripadnym dodate¢nym vyvazenim pomoci rotaci (které jsou podobné jako u
¢erveno-Cernych stromu) — podrobnosti na cvi¢enich.
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Algoritmy typu ,,Rozdél a panuj (Divide et impera)“

« metoda pro navrh algoritmd (ne déleni programu na samostatné celky)

« algoritmus typu ,,Rozdél a panuj” ma typicky 3 kroky

1. ROZDEL ulohu na nékolik poduloh stejného typu ale mensiho rozsahu

2. VYRES podulohy, a to:
a) rekurzivné dalSim délenim pro podulohy dostate¢né velkého rozsahu
b) pfimo pro podulohy malého rozsahu (Casto trivialni)

3. SJEDNOT FeSeni poduloh do FeSeni pavodni tlohy

Priklady: MergeSort, Binarni vyhledavani

Analyza ¢asoveé slozitosti

T(n)
D(n) doba na rozdéleni ulohy velikosti n na a poduloh stejné velikosti n/c
S(n)

doba zpracovani ulohy velikosti n (pfedpoklad: pokud n < k tak T(n) = ©(1))

doba na sjednoceni feSeni poduloh do feseni pavodni ulohy velikosti n
= rekurentni rovnice: T(n)=D(n)+ aTl(n/c)+ S(n) pron =Kk
T(n) =6(1) pron <Kk
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Metody reSeni rekurentnich rovnic

1. substitucni metoda

2. master theorem (feSeni pomoci ,kucharky®)

V obou pfipadech pouzivame nasledujici zjednoduseni:

« predpoklad T(n) = ®(1) pro dostateCcné mala n nepiSeme explicitné do rovnice
 zanedbavame celodiselnost, tj. napf. piseme n/2 misto | n/2 | nebo | n/2_

* TFeSeni nas vétSinou zajima pouze asymptoticky (nehledime na konkrétni hodnoty
konstant) = asymptoticka notace pouzivana uz v zapisu rekurentni rovnice

Priklad: MergeSort T(n) = 2T(n/2) + O(n)
BinSearch T(n) =T(n/2) + ©(1)

Substitu¢ni metoda

* uhodnout asymptoticky spravné rfeSeni
» indukci ovéfit spravnost odhadu (zvlast pro dolni a horni odhad)

Priklad: opét MergeSort
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Master theorem

Necht a=1,c>1,d =0 jsou realna Cisla a necht T : N — N je neklesajici funkce
takova, zZe pro vSechna n ve tvaru c* (kde k € N) plati
T(n) =aT(n/c) + F(n)
kde pro funkci F : N — N plati F(n) = ®(nd). Ozname x = log.a. Potom
a) je-li x <d, potom plati T(n) = ®(nd),
b) je-li x =d, potom plati T(n) = ®(n4log n) = ®(n* log n),
c) je-lix >d, potom plati T(n) = ®(n»).

Priklady:

 MergeSort T(n) = 2T(n/2) + O(n)

« Binarni vyhledavani  T(n)=T(n/2) + ©(1)

* Rovnice T(n) =9T(n/3) + ©(n)

« Rovnice T(n) = 3T(n/4) + ®(n?)

* Rovnice T(n) =2T(n/2) + ®(n log n)
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Nasobeni ¢tvercovych matic

Vstup: matice AaBradun xn
Vystup: matice C = A® B (také fadu n x n)

Klasicky algoritmus

begin for i:=1 to n do
forj:=1tondo
begin CJi,j] := 0;
for k:=1 to n do CJi,j] := C[i,j] + A[i,k] * BJk,j]
end

end

Casova slozitost: T(n) = ©(n3) (n? skalarnich sougin(i délky n)

Nyni pfedpokladejme Ze n je mocnina Cisla 2 (n=2%), coz umozriuje opakované déleni
matice na 4 matice polovicniho radu az do matic fadu 1 x 1 a zkusme ,rozdél a panuj"
(pFfedpoklad n=2% pozdéji odstranime)
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A11A12 B11 B12 C11 C12

A21 A22 BZ’I B22 C21 C22

C11= (A11 ® Byq) © (A2 ® Bay)

C12 = (A1 ® B12) © (A2 ® B)

C21 = (A21 ® By1) © (A ® Boy)

C22 = (A21 ® Byo) @ (A2 ® Byy)
Kazdy skalarni soucin je ,roztrzen® na dvé poloviny a ,dokonCen” maticovym scitanim.
PocCet maticovych operaci na maticich radu n/2: 8 nasobeni ® a 4 scitani ©

Pocet scitani (realnych Cisel) v maticovém scitani:  4(n/2)2 = n2

Casova sloZitost: T(n) = 8T(n/2) + ©(n?)
Master theorem: a=8, c=2, log.a=3, d=2 T(n) = ©(n3)

(asymptoticky stejné jako klasicky algoritmus)
Ke snizeni slozitosti je potreba snizit a=8 a zachovat nebo jen mirné zvysit d=2.
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Strassenuv algoritmus (1969) TINOB0 Ondrej Cepek

Pouziva pouze 7 nasobeni submatic fadu n/2 (misto puvodnich 8)
M1 = (A12 © Ay) ® (B2 @ Byo)

Mz = (A1 @ Ayp) ® (B11 @ Byy)
M3 = (A1 © Ay1) ® (B11 © Byy)
My = (A1 @ Aq2) ® By

X
X

Ms = A1 ® (B12 © Byy)
Mg = Az ® (B21 © Byy)
M7 = (A2 © Ag) ® By;
PocCet maticovych operaci fradu n/2: 7 nasobeni ® a 10 sCitani ® a odcCitani ©
Cy=M &M, O M;® Mg
Cio=M; ® Mg
Cy1 =Ms ® My
Cy, =M, ® M3 ® M5 © My
PocCet maticovych operaci fadu n/2: 8 sCitani ® a odcitani ©
Casova slozitost: T(n) = 7T(n/2) + ®(n?)
Master theorem: a=7, c=2, log.a=log,7=x, d=2 T(n) = ®(n*) = ®©(n287)
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Hledani k-tého z n prvkil.

Vstup: neuspofadana posloupnost n (rdznych) Cisel
Vystup: k-té nejmensi Cislo
Casovou slozitost budeme pro jednoduchost méfit poétem porovnani.

Pro k =1 (minimum) a k = n (maximum) jde trivialné pomoci n - 1 porovnani.

Prvni napad: setfidit posloupnost, potom vybrat k-ty = C€asova slozitost Q(n log n)

Jde to Iépe? = zkusime ,Rozdél a panuj*

« Z posloupnosti vybereme prvek (pivot) a podle néj roztfidime posloupnost na tfi Casti
a to na m prvkd menS$ich nez pivot, vybraného pivota a (n-m-1) prvka vétSich nez pivot

* na to je potreba n-1 porovnani

* pokud k>m+1 tak zahodime m+1 malych prvkd a hledame (k-m-1)-ni prvek
mezi (n-m-1) prvky vétSimi nez pivot

* pokud k=m+1 tak pivot je hledany prvek a konCime

* pokud k<m+1 tak zahodime n-m velkych prvkd a hledame k-ty prvek

mezi m prvky mensimi nez pivot

Tohle ovéem muze Spatné dopadnout ... pokud nezajistime ,dobry“ vybér pivota. 47
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Algoritmus (Blum et al. 1972)

Rozdél posloupnost délky n na | n/5 | pétic (posledni miize byt netplna).

V kazdeé pétici najdi jeji median.
Rekurzivné najdi median ze ziskané mnoziny | n/5 | medianu.

Pouzij median medianu jako pivot k rozdéleni vstupni posloupnosti.

a &~ w0 bdh -~

Pokud median mediand neni hledanym prvkem, tak rekurzivné hledej v mnoziné
prvkd mensich nez je on nebo v mnoziné prvku vétsich nez je on.

Jak ,dobré” je rozdéleni podle pivota nelezeného vySe uvedenym algoritmem?

Plati: Mnozina prvkd mens$ich nez pivot i mnozina prvku vétSich nez pivot kazda
obsahuje alespon 3n/10 prvkd = v bodé 5 iteruji s nejvyse 7n/10 prvku

Necht: T(n) = poCet porovnani pouzity k nalezeni k-tého z n prvkd v nehorsim pfipadé

T(n) = 7n/5 + T(n/5) + (n-1) + T(7n/10)
mediany pétic (1 .+2.)/ / I \l“’eéenl' podproblému (5)
median medianu (3.) déleni podle pivota (4.)
Tvrzeni: T(n) = O(n)

48
Dukaz: substituéni metodou (klicovy fakt: 1/5+7/10<1, coz pfi déleni na trojice nevyjde)
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Analyza ¢asové slozitosti QuickSortu

1. vyber pivota (napfiklad nejlevéjsi prvek v aktualné tfidéné podposloupnosti)
2. roztfid posloupnost na tfi skupiny podle pivota
3. rekurzivné setfid mnoziny prvkl mensich nez pivot a prvkl vétSich nez pivot
Casovou slozitost op&t mé&fime podtem porovnani
Nejlepsi pripad: pivot vzdy presné uprostred

T(n) =2T(n/2) + (n-1) = T(n) = O(n log n)

Nejhorsi pripad: pivot vzdy uplné na kraji
T(n) =T(n-1) + (n-1) = T(n) = B(n?)

Pramérny pfipad: ???? (napfed zkusime ,intuitivné®)

Co kdyz pivot vzdy vybran tak, ze rozdéleni posloupnosti je v poméru 99:1 nebo lepSim?
T(n) = T(99n/100) + T(n/100) + (n-1) < T(99n/100) + T(n/100) + n
Reseni: T(n) = ©(n log n) jak Ize zjistit analyzou stromu rekurzivnich volani

Poznamka: takto to bude fungovat pro kazdy konstantni pomeér, tj. pomér nezavisly na n
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Pro presnou analyzu udélejme nasledujici predpoklady:

1.

2. kazda z n! vstupnich permutaci ma stejnou pravdépodobnost vyskytu
3. za pivota vzdy vybiran nejlevéjsi (prvni) prvek aktualné tfidéné podposloupnosti

4. déleni posloupnosti podle pivota zachovava nahodnost usporadani v obou nové
vzniklych podposloupnostech

tFidéna posloupnost je {1,2, ... ,n}, coZ Ize prepokladat BUNO

pivot | pravdépodobnost | malé | velké
1 1/n 0 n-1
2 1/n 1 n-2
n-1 1/n n-2 1
n 1/n n-1 0

T(n) = 1/n Zrsy=na(T(M) + T(V)) + (n-1) = 1/n Zioo ™(T(i) + T(n-1-0)) + (n-1)

T(n) = 2/n iy ™1 T(i) + (n-1)

s pocatecCni podminkou T(1) =10

TINO60 Ondrej Cepek

50



TINO60 Ondrej Cepek
Dolni odhad slozitosti porovnavacich tridicich algoritmu

Pozorovani: kazdy (deterministicky) tfidici algoritmus zalozeny na porovnavani (dvojic
prvkl) Ize jednoznacné modelovat rozhodovacim stromem, coz je binarni strom, jehoz
vnitini uzly odpovidaji porovnanim a listy permutacim vstupni posloupnosti.

Priklad: rozhodovaci strom pro Insertion-Sort a n=3 (ozname vstup a,b,c)

U
bac @

acbhb cab bca cba

)

abc

9

leva vétev vzdy odpovida vysledku “<* a prava vétev “>” (BUNO vstupy po dvou rdzné)

Rozhodovaci strom modeluje korektni tfidici algoritmus = musi obsahovat listy se
vSemi n! moznymi pofadimi (permutacemi) vstupni posloupnosti.

Pocet porovnani v nejhorSim pripadé = nejdelSi vétev od korene k listu = vySka stromu.

Véta: Binarni strom s n! listy ma vysku Q(n log n). o1
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Tridéni v linearnim case

* nepouziva porovnavani dvojic prvkd (hodnot, Cisel) v tfidéné posloupnosti
* pouziva adresovani (vétsinou v poli) pomoci tfidénych hodnot (kli¢u)
Counting Sort
Vstup: n Cisel z nichZ kazdé je z intervalu 1 az k (a budeme predpokladat k=O(n) )

Datové struktury: A[1..n] vstupni pole

B[1..n] vystupni pole
C[1..k] pomocné pole

Algoritmus:

fori:=1tokdo CJi] :=0; {inicializace}

forj:=1to ndo C[A[j]] := C[A[j]] +1;{kazdé C[i] obsahuje # vstupnich Cisel rovnych i}
fori:=21to kdo CJi] := CJ[i] + C[i-1]; {kazdé CJi] obsahuje # vstupnich Cisel < nez i}
for j := n downto 1 do begin B[C[A[j]]] := A[j]; C[A[j1] := C[A[j]] = 1 end;

Casova slozZitost: zjevné O(k+n) a tedy O(n) pokud k= O(n)

Doplrikova vilastnost: stabilita = na vystupu zachovano takové poradi stejnych hodnot,
jaké bylo na vstupu
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Radix Sort TINO60 Ondrej Cepek

* historické pouziti: tfidéni dérnych Stitkli na mechanické tfridi¢ce

* Uloha: setfidit n Stitkt, kazdy ma v poslednich d sloupcich vyrazeno d-mistné Cislo

* intuitivni algoritmus: roztfidit na hromady podle nejvyssiho fadu, pak rekurzivné tridit
jednotlivé hromady, na konci dat vSe dohromady (narocné pro obsluhu tfidicky)

* radix sort: roztfidit na hromady podle nejnizsiho fadu, hromady dat ihned na sebe (ve

v v

« podminka fungovani: kazdy z d prichodu je stabilni (dva stitky se stejnou cifrou v
pravé porovhavaném radu musi byt ve stejném poradi na vystupu jako byly na vstupu)

* soucasné pouziti (softwarové verze radix sortu):

tridéni dat s vicenasobnymi hierarchicky usporadanymi kliCi (napf. rok, mésic, den)
tfidéni alfanumerickych klicu (slov)
jako stabilni sort pro jednotlivé prichody Ize pouzit counting sort
* Casova slozitost (pfi pouziti counting sortu jako podprocedury)
O(d(n+k)) = O(n) pokud k = O(n) a d je konstanta

poznamka: pokud na vstupu Cisla s riznym poctem cifer: doplnime zleva nulami

pokud na vstupu slova riznych délek: doplnime zprava mezerami 5
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Hasovani

HasSovaci tabulky jsou vhodné pro reprezentaci dynamickych mnozin, které potrebuiji
pouze operace Insert, Delete a Search

Primo adresovatelna tabulka = Pole (trivialni pfipad hasovaci tabulky)

« velikost tabulky = poc¢et vSech moznych klicu bez ohledu na pocet pouzitych klicu

» pfedpoklady : zadné dvé polozky nemaiji stejny kli€¢ (= adresa v tabulce) a
universum moznych kli¢u je dostateéné malé

v poli ulozena: bud pfimo pfisluSna data (pokud jsou dost mala) s danym kliCem
nebo odkaz (pointer) na pfislusna data s danym klicem (nebo NIL)

* Insert, Delete a Search maji vSechny zjevne slozitost ®(1)

HaSovaci tabulka

 vhodna v situaci kdy je universum moznych klica pfilis velké, at uz absolutné
(nesplnitelné pamétové naroky) nebo relativné vzhledem k poctu aktualné ulozenych
polozek (neefektivni reprezentace, vétSina bunék v poli zlistane nevyuzita).

 adresa v tabulce se nyni z kliCe poé€ita pomoci haSovaci funkce

h:U—{0,1, ..., m-1} kde typicky |[U|>>m 54
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Problém: dva (Ci vice) kliCe se haSuji do stejné hodnoty (adresy v tabulce) = kolize

Pozorovani: kolizim se nelze vyhnout jakmile |U| > m

Metody reSeni kolizi: fetézeni prvku

oteviena adresace

Reseni kolizi fetézenim prvku

 prvky nahasSované do stejné adresy v tabulce jsou ulozeny ve spojovém seznamu
» kazdé poliCko haSovaci tabulky obsahuje bud pointer na hlavu seznamu nebo NIL
* Insert(x) = spocCitame h(klic(x)) a vlozime x na zacCatek pfisluSného seznamu - ©(1)

* Delete(x) = také ©(1) pokud jsou spojové seznamy obousmeérné a na x je pointer
zvenku, jinak je slozitost stejna jako u Search(x)

Analyza slozitosti Search(x) pfi retézeni prvk

Predpoklady: - hodnota haSovaci funkce se pocCita v ©(1)
- jednoduché uniformni hasovani = kazdy kli¢ se haSuje se stejnou
pravdépodobnosti do kazdé z m adres v tabulce, nezavisle na jinych
kliCich

Znaceni: Faktor naplneni tabulky o = n/m
kde m je velikost tabulky a n je po¢et ulozenych prvku
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Véta 1 V haSovaci tabulce s feSenim kolizi pomoci zfetézeni trva neuspésné
vyhledavani primérné ©(1 + o) za predpokladu jednoduchého uniformniho hasovani

Véta 2 V haSovaci tabulce s feSenim kolizi pomoci zfetézeni trva uspésné vyhledavani
prumérné O(1 + o) za pfedpokladu jednoduchého uniformniho hasovani

Dusledek Pokud n = O(m) tak o. = O(1) a tim padem Search(x) trva v priméru (1)

Hasovaci funkce

tfi nejbéznéjSi metody jejich konstrukce: hasSovani délenim
hasSovani nasobenim
univerzalni hasovani

Poznamka 1: od haSovaci funkce chceme aby kli¢e z universa kli¢u rozdélovala do m
adres v tabulce co nejrovhnomeérnéji

Poznamka 2: predpokladame, ze kliCe jsou Ciselné (aby se na né daly pouzivat bézné
aritmetické operace), pokud jsou klice necCiselné (napfiklad znakové fetézce), tak je
napfed musime na €iselné vhodnym zplsobem zkonvertovat.

Hasovani délenim:

h(k) = k mod m (zbytek po déleni Cislem m)
Nevhodné pokud m = 2°r, 10P, 2P -1 (napf. k mod 2P je prosté poslednich p bitu v
binarnim zapise Cisla k, coz neni moc nahodné)

Vhodné kdyz je m prvocCislo dostateCné vzdalené od mocnin dvojky o6
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Hasovani nasobenim:

h(k) = Lm-(k-A mod 1)
kde 0<A<1 je vhodné zvolené &islo (Knuth doporuduje A= (N5 —1)/2 = 0.618033...)
a pokud za m vezmeme mocninu dvojky, tak se da h(k) relativné snadno spocitat

Univerzalni hasovani:

Problém: pro kazdou deterministickou hasovaci funkci Ize vybrat n klicu tak, Ze se

vSechny zobrazi do stejné adresy v haSovaci tabulce (pokud |U| > n?a tedy |U|/ n > n)
—randomizace

Idea: zvolime haSovaci funkci nahodné a nezavisle na kliCich, které budou hasovany
(. na konkrétnich n kliCich, které budou uzity), z néjaké vhodné zvolené mnoziny funkci

Plati: = zZadny konkrétni vstup (konkrétnich n kli¢u) neni a priori Spatny
— opakované pouziti na stejny vstup vola (skoro jisté) rizné hasSovaci funkce

Definice: Necht H je kone€na mnoZzina hasovacich funkci z univerza kli¢t U do
mnoziny {0, ... ,m-1}. Mnozina H se nazyva univerzalni, pokud pro kazdé dva ruzné
klice x,y € U je poCet funkci h € H, pro které h(x) = h(y), roven |[H| / m.

Pozorovani: Pro nahodné zvolenou funkci h € H je pravdépodobnost kolize dvou
nahodné zvolenych kli¢u x = y rovna 1 / m, coz je stejna pravdépodobnost jako kdyz

vybereme hodnoty h(x) a h(y) nahodne a nezavisle z mnoziny {0, ... ,m-1}. 57
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Véta: Necht h je nahodné vybrana z univerzalni mnoziny hasovacich funkci a necht je
pouzita k hasovani n klicu do tabulky velikosti m, kde n < m. Potom oCekavany pocet
kolizi, kterych se ucCastni nahodné vybrany konkrétni kliC x je mensi nez 1.

Poznamka: Predpoklad n = m implikuje, Ze prumérna délka seznamu (kli¢u
nahasSovanych do stejné adresy) je mensSi nez 1.

Existuje vubec univerzalni mnozina hasovacich funkci? A jestli ano, jak ji zkonstruovat?

Konstrukce (jedna z moznosti): zvolime prvocislo m a kazdy kli¢ x rozdélime do (r+1)
casti (hodnota r zavisi na délce kli¢l). PiSeme

X = <Xg, Xq, «v , X
a r je zvoleno tak, aby maximalni hodnota kazdého x; byla (ostfe) mensi nez m. Necht
a=<ap ai ..., a>
je posloupnost (r+1) Cisel nahodné a nezavisle vybranych z mnoziny {0, ... ,m-1}. Necht
h, () :(Zr:aixi) mod m a H=|]J{h,}
Plati: |H| = m™" (pocCet rﬂzn;j/:é)h vektoru a) ’

Véta: H je univerzalni mnozina haSovacich funkci.
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Reseni kolizi otevienym adresovanim

 v§echny prvky uloZeny pfimo v hasovaci tabulce, faktor naplnéni tabulky tedy musi
splnovat o = n/m <1

» misto sledovani ukazatell v seznamu polozek nahasovanych do stejného poli¢ka
(ktery je typicky uloZzen mimo vlastni tabulku) postupné pocitame adresy poli¢ek

* se stejnymi pamétovymi naroky je hasovaci tabulka vétSi nez pri feseni kolizi
fetézenim (uSetfi se misto pro pointery)

* posloupnost zkousenych poliCek zavisi na zkoumaném kliCi a porfadi pokusu:
h:Ux{0,1,... m-1}—-{0,1, ..., m-1}
« pro dany kli€ x prohledavame poli€ka v hasSovaci tabulce v poradi :
(h(x,0), h(x,1), ..., h(x,m -1))

a toto pofadi musi tvofit permutaci prvka {0,1, ... , m-1}, tj. postupné jsou pro kazdy kli¢
x odzkousena vSechna mista v hasovaci tabulce

« oteviené adresovani dobfe podporuje operace Search a Insert, ale implementace
operace Delete je slozita (pokud musi byt Delete implementovan, tak je lepsi dat
prednost feseni kolizi fetézenim)
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Hash-Search(T,k) {hledani klice k v tabulce T}
| :=0;
repeat j:= h(k,i);

if T[j] = k then return j; {a konec}

| = i+1
until (T[j]=NIL) or (i=m);
return NIL

Hash-Insert(T,k) {vkladani klice k do tabulky T}
| :=0;
repeat j:= h(k,i);
if T[j] = NIL then TJj] := k;
return j; {a konec}
else i:=i+1
until (i=m);
error pretecCeni tabulky

Pri implementaci funkce h se budeme snazit co nejvice pfiblizit uniformnimu hasovani:

nahodné vybrany kliC ma se stejnou pravdepodobnosti jako svou ,posloupnost zkousek®
kteroukoli z m! permutaci prvku {0,1, ... , m-1}
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NejCastéjsi techniky pro pocitani ,posloupnosti zkousek® jsou linearni zkouseni

kvadratické zkouSeni

dvojité hasovani
(Zadna z téchto technik nedosahuje vlastnosti uniformniho hasovani, ale postupné se
tomuto predpokladu pfiblizuji).

Linearni zkouseni
pouziva ,obycejnou” hasovaci funkci h’: U — {0,1, ... , m-1} pomoci niz definuje
h(x,i) = (h’(x) + i) mod m

Nevyhody:

« pouze m ruznych posloupnosti zkousek, kazda posloupnost je jednoznaéné definovana
SVOji prvni pozici

« vznikaji dlouhé shluky (primarni clustery) obsazenych policek, coz zvySuje Cas pro
search

Kvadratické zkouseni
HaSovaci funkce je h(x,i) = (h’(x) + ci + di2) mod m kde c#0 a d =0 (kde h’ je jako vyse).

Parametry c a d musi byt zvoleny opatrné aby posloupnost zkousek byla permutaci
hodnot z {0,1, ... , m-1}. Opét jen m riznych posloupnosti, ale nevznikaji primarni

. , g 61
shluky, pouze sekundarni shluky kli¢u se stejnou ,startovni pozici*.



TINO60 Ondrej Cepek
Dvojité hasovani
HaSovaci funkce je h(x,i) = (h4(x) + i hy(x)) mod m kde h; a h, jsou pomocné hasovaci
funkce. Vlastnosti

« funkce h, musi byt volena tak, aby h,(x) bylo nesoudélné s m (jinak posloupnost
zkouSek nebude tvofit permutaci)

pocet riznych posloupnosti zkouSek je zde m?

tato metoda je nejlepSi a nejvice se blizi uniformnimu hasovani

priklad (béznych) voleb:

1. m = 2P (mocnina dvojky) a h,(x) dava liché Cislo (pro kazdé x), nebo
2. mje prvocCisloa 0 = hy(x) <m

Analyza hasovani s otevienym adresovanim

Véta: V tabulce s otevienym adresovanim s faktorem naplnéni o = n/m < 1 je oCekavany
poCet zkousSenych pozic pfi neuspéSném vyhledavani nejvyse roven 1/(1- o) (za
predpokladu uniformniho hasovani).

Véta: V tabulce s otevienym adresovanim s faktorem naplnéni oo = n/m < 1 je oCekavany
pocet zkousenych pozic pfi uspésSném vyhledavani nejvyse 1/a In(1/(1- o)) + 1/o (za
pfedpokladu uniformniho hasovani a pokud je kazdy kli¢ vyhledavan se stejnou
pravdépodobnosti). 62
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Euklidav Algoritmus

Algoritmus na spocitani nejvétsiho spolecného deélitele dvou pfirozenych Cisel
Definice: Nejvetsi spoleCny délitel pfirozenych Cisel a,b je nejvétsi pfirozené Cislo, které
déli jak a tak b. ZnaCime ho NSD(a,b).

Véta: Necht a,b jsou prirozena Cisla. Pak NSD(a,b) je nejmensi kladny prvek mnoziny
L={ax+Dby|xyeZ}

Dusledek: Necht a,b jsou pfirozena Cisla. Pokud d je pfirozené Cislo, které déli a i b, tak
d déli také NSD(a,b).

Véta: Necht a,b jsou prirozena Cisla, kde b>0. Pak NSD(a,b) = NSD(b, a mod b).

EUCLID(a,b)
if b=0 then Return(a)
else Return(EUCLID(b, a mod b))

Lemma: Necht a > b >0 a EUCLID(a,b) udéla k > 1 rekurzivnich kroku. Pak a = F(k+2) a
b =F(k+1), kde F(i) je i-té Fibonacciho Cislo.
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Dusledek (Lamého véta): Necht a>b =0 a F(k) <b < F(k+1). Pak EUCLID(a,b) udéla
nejvyse k - 1 rekurzivnich krokda.

Véta (bez Dk — viz AVL stromy): F(k) = O(pk), kde ¢ = (1+V5)/2 (coz je tzv. ,zlaty fez®).

Dusledek: Necht a > b = 0. Pak EUCLID(a,b) udéla nejvyse O(log b) rekurzivnich krokda.

Pozorovani: Pokud a,b jsou dvé nejvysSe t-bitova binarni Cisla, tak EUCLID(a,b) provede
O(t) rekurzivnich krokt a v kazdém z nich O(1) aritmetickych operaci na (nejvyse) t-
bitovych &islech, tj. O(3) bitovych operaci, pokud pfedpokladame, ze kazda aritmeticka
operace na t-bitovych Cislech potfebuje O(1?) bitovych operaci (coz je snadné ukazat).
EUCLID je tedy polynomialni algoritmus vzhledem k velikosti vstupu.
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