Vypocetni slozitost algoritmu
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Sylabus

Definice Casové a prostorové slozitosti algoritmu. Pfiklady na konkrétnich
algoritmech. Prostfedky pro popis vypocetni slozitosti algoritmu (asymptoticka
notace), pfiklady pouziti asymptotické notace.

OptimalizaCni ulohy a rozhodovaci problémy. Problémy feSitelné deterministicky
v polynomialnim Case (tfida P), problémy reSitelné nedeterministicky
v polynomialnim €ase (tfida NP), polynomialni prevoditelnost problémd.

NP-téZkost a NP-uplnost. Definice, dikazové postupy, pfiklady NP-uplnych
problému.

Pseudopolynomialni algoritmy a jejich priklady. Silna NP-uplnost, priklady silné
NP-uplnych probléma.

Aproximacni algoritmy pro NP-tézké optimalizacni ulohy. Neaproximovatelnost,
priklady neaproximovatelnych uloh.



Jak porovnavat kvalitu riznych algoritmu?

casova slozitost algoritmu oboje zavisi na ,velikosti®

prostorova slozitost algoritmu vstupnich dat

Jak mérit velikost vstupnich dat?

rigorozné: pocet bitll nutnych k zapsani vstupnich dat

Priklad: vstupem jsou (pfirozena) Cisla a,, a,, ..., a, ktera je treba setridit

velikost dat D v binarnim zapisu je |D| =[log,a, |+ ... +[log, a, |

Casova slozitost = funkce f(|D|) udavajici poCet kroku algoritmu v zavislosti
na velikosti vstupnich dat

intuitivné: neni podstatny presny tvar funkce { (multiplikativni a aditivni konstanty),
ale pouze to, do jaké ,tfidy” funkce 1 patfi (linearni, kvadraticka, exponencialni, ...)



Priklad: f(|D])=a|D|+ b linearni algoritmus
f(ID]) =a |DJ? + b |ID| + ¢ kvadraticky algoritmus
f(ID]) =k 27 exponencialni algoritmus

Co je to krok algoritmu?

rigorozné: operace daného abstraktniho stroje (Turingav stroj, stroj RAM)

ziednoduSeni (budeme pouzivat): krok algoritmu = operace proveditelna

v konstantnim (tj. na velikosti dat nezavislém) Case
« aritmetické operace (sc€itani, odcitani, nasobeni, ...)
 porovnani dvou hodnot (typicky Cisel)
* pfifazeni (pouze pro jednoduché datoveé typy, ne pro pole ...)
— tim se zjednoduSi i méreni velikosti dat (Cisla maji pevnhou maximalni velikost)
Priklad: setridit Cisla a,, a,, ... , a, — velikost dat je [D| = n

Toto zjednodus$eni nevadi pfi porovnavani algoritmu, ale muze vést k chybé pfi
zarazovani algoritmu do tfid slozitosti

Pro¢ mérit Casovou slozitost algoritmi?

staCi prfeci mit dostatecné rychly pocitac ...



Doba provadéni f(n) operaci (délka béhu algoritmu) pro vstupni data velikosti n za
predpokladu Ze pouzity hardware je schopen vykonat 1 milion operaci za sekundu

n
f(n) 20 40 60 80 100 500 1000
n 20us 40s 60us 80us 0.1ms | 0.5ms 1ms

nlogn | 86us 0.2ms | 0.35ms | 0.oms | 0.7/ms | 4.5ms | 10ms
n? 0.4ms | 1.ms | 3.6ms | 6.4ms | 10ms | 0.25s 1s
n3 8ms 64ms | 0.22s 0.5s 1s 125s 17min
2" 1s 11.7dni | 36tis.let
n! 77tis.let




Rust rozsahu zpracovatelnych uloh, {j. ,zvladnutelné® velikosti vstupnich dat, diky
zrychleni vypoctu (lepSi hardware) za predpokladu, ze na ,stavajicim® hardware lze
resit ulohy velikosti x

Zrychleni vypoctu
f(n) puvodni 10 krat 100 krat 1000 krat
n X 10x 100x 1000x
nlog n X 7.02x 53.56x 431.5X
n? X 3.16x 10x 31.62x
n3 X 2.15x 4.64x 10x
2" X X+3 X+6 X+9




Asymptoticka (Casova) slozitost

Intuitivné: zkouma ,chovani“ algoritmu na ,velkych® datech, tj. nebere v uvahu
multiplikativni a aditivni konstanty, pouze zarazuje algoritmy do ,kategorii“ podle
jejich skuteCné Casové slozitosti

Rigorozné:

f(n) je asymptoticky mensi nebo rovno g(n), znacCime f(n) € O(g(n)), pokud
3¢>0 dn,>0 Vnzn, : 0 < f(n) = c g(n)

f(n) je asymptoticky vétSi nebo rovno g(n), znacCime f(n) € Q(g(n)), pokud
dc>0 An,>0 Vn2n, : 0 < c g(n) < f(n)

f(n) je asymptoticky stejné jako g(n), znacCime f(n) € ®(g(n)), pokud
dc>0 3d>0 Iny,>0 ¥nzn,: 0 = c g(n) < f(n) = d g(n)



Ulohy, optimaliza¢ni Glohy, rozhodovaci problémy

Uloha: pro dané zadani najit strukturu s danymi vlastnostmi
Priklady:

« v daném orientovaném grafu najdi cyklus

 vynasob dve dané Ctvercové matice

Optimaliza¢ni uloha: pro dané zadani najit optimalni (vétSinou nejmensi nebo nejvetsi)
strukturu s danymi vlastnostmi

Priklady:

« v daném neorientovaném grafu najdi nejvétsi (poCtem vrcholl) uplny podgraf (kliku)

* pro danou mnozinu ukolu najdi nejkratsi rozvrh
Rozhodovaci problém: pro dané zadani odpovédet ANO/NE

Priklady:

* existuje v daném neorientovaném grafu Hamiltonovska kruznice?
* je dana Ctvercova matice regularni?

My se v nasledujicim omezime jen na rozhodovaci problémy, coz lze (vice méné) udélat
bez Ujmy na obecnosti - vtom smyslu, Ze k vétsiné (optimalizacnich) uloh existuje
,stejné tézky“ rozhodovaci problém. 3



Trida P

Definice (vagni): Tfida P je tfida rozhodovacich problému, pro které existuje
(deterministicky sekvencni) algoritmus bézici v polynomialnim €ase (vzhledem k
velikosti zadani), ktery spravné rozhodne ANO/NE (ktery feSi dany problém).

* je dany orientovany graf silné souvisly?
 obsahuje dany neorientovany graf trojuhelnik? (specialni pfipad ,kliky“)
* je dana matice regularni?

Poznamka: Problémy patrici do tfidy P se povaZzuji za efektivne resitelne, u praktickych
problému nebyva stupen polynomu omezujiciho ¢asovou slozitost algoritmu pfilis
vysoky (typicky < 3 vyjimecné < 5) i kdyz samoziejme existuji (uméleé) problémy reSitelné
polynomialnimi algoritmy s libovolné vysokym stupném polynomu.




Trida NP

Nedeterministicky algoritmus = algoritmus, ktery v kazdém svém kroku muze libovolné
volit z nékolika moznosti

Nedeterministicky algoritmus resSi dany rozhodovaci problém < pro kazdeé kladné
zadani problému (odpovéd ANO) existuje posloupnost voleb vedouci k tomu, ze
algoritmus odpovi ANO, pro zadné zaporné zadani takova posloupnost voleb
neexistuje.

Definice (vagni): Tfida NP je tfida rozhodovacich problému, pro které existuje
nedeterministicky sekvencni algoritmus bézici v polynomialnim Case (vzhledem k
velikosti zadani), ktery feSi dany problém.

Jiny model nedeterministickeho algoritmu: dopfedu provede volby (do pameéti zapiSe
vektor Cisel) a pak uz provadi jednotlivé kroky puvodniho algoritmu deterministicky.

Alternativni definice (opét vagni): Rozhodovaci problém patfi do tridy NP, pokud pro
kazdé jeho kladné zadani existuje (polynomialné velky) certifikat, pomoci néhoz Ize
v polynomialnim Case (deterministicky) ovérit, ze zadani je skuteCné kladné (ze
odpovéd na daneé zadani je skutecné ANO).

Poznamka: Problémy patfici do tfidy NP se povazuji za efektivhé ovéritelne.
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Priklady problému ze tridy NP:

« KLIKA (Uplny podgraf): Je dan neorientovany graf G a Cislo k.
Otazka: Existuje v G uplny podgraf velikosti alespon k?
« HK (Hamiltonovska kruznice): Je dan neorientovany graf G.
Otazka: Existuje v G Hamiltonovska kruznice?
» TSP (obchodni cestujici): Je dan ohodnoceny uplny neorientovany graf G a Cislo k.
Otazka: Existuje v G Hamiltonovska kruznice celkové délky nejvyse k?
« SP (souCet podmnoziny): Jsou dana prirozena Cisla a,, a,, ...., a,, b.
Otazka: Existuje podmnozina Cisel a,, a,, ...., a,, jejiz soucCet je presné b?
* ROZ (rozvr. na paralel. strojich): Je dan pocet ukolu, jejich délky, pocCet stroju a Cislo k.

Otazka: Existuje pfipustny rozvrh délky nejvyse k?

Ukazeme, ze HK — TSP a SP — RO/Z, kde A — B znamena, ze pokud existuje
polynomialni algoritmus feSici B potom takeé existuje polynomialni algoritmus reSici A,
neboli vyresit B je alespon tak ,tézké" jako vyresit A.
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Prevody (redukce) mezi rozhodovacimi problémy

Necht A,B jsou dva rozhodovaci problémy. Rikame, Ze A je polynomialné redukovatelny
na B, pokud existuje zobrazeni f z mnoziny zadani problému A do mnoziny zadani
problému B s nasledujicimi vlastnostmi:

1. Necht' X je zadani problému A a Y zadani problému B takove, ze Y = f(X). Potom je X
kladné zadani problému A tehdy a jen tehdy, kdyz je Y kladné zadani problému B.

2. Necht' X je zadani problému A. Potom je zadani f(X) problému B (deterministicky
sekvencneé) zkonstruovatelné v polynomialnim Case vzhledem k velikosti X.

Poznamka: Z 2. také vyplyva, Ze velikost f(X) je polynomialni vzhledem k velikosti X.
NP-tézkost a NP-uplnost

Definice: Problém B je NP-tézky pokud pro libovolny problém A ze tfidy NP plati, ze A je
polynomialné redukovatelny na B.

Definice: Problem B je NP-uplny pokud 1) patfi do tfidy NP a 2) je NP-tézky.

Dusledek 1: Pokud je A NP-tézky a navic je polynomialné redukovatelny na B, tak je B
také NP-tézky.

Dusledek 2: Pokud existuje polynomialni algoritmus pro néjaky NP-tézZky problém, pak
existuji polynomialni algoritmy pro vSechny problémy ve tfidé NP.

Véta (Cook-Levin 1971): Existuje NP-uplny problém (dokazano pro problém SAT). 12



Pseudopolynomialni algoritmy - priklad

Algoritmus pro SP: predpokladejme, ze platia, = ... 2 a,, a ze Aje pole délky b.
forj:=1to bdo {A[j] :=0; a, := b+1};
fori:=1tondo
Ala] := 1;
for j := b downto a,, do if (A[j] = 1) and (j+&; < b) then A[j+a] := 1;
SP = (A[b] = 1).

Plati: Po i-tém prichodu hlavnim cyklem obsahuje pole A jedni¢ky pravé u téch indexu,
které odpovidaji souctum vSech neprazdnych podmnozin mnoziny {a,, ... ,a}, které jsou
nejvyse rovny Db.

Casova slozitost: O(nb), coz je

» exponencialni ¢asova slozitost vzhledem k binarné (ale také ternarné, dekadicky, ...)
kdédovanému vstupu, ale

* polynomialni Casova slozitost vzhledem k unarné kédovanému vstupu.

Algoritmy s témito vlastnostmi se nazyvaji pseudopolynomialni.
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Pseudopolynomialni algoritmy - definice

Necht je dan rozhodovaci problém Q a jeho instance X. Definujme:
kod(X) = délka zapisu (pocet bitu) instance X v binarnim (&i ,,vy$5im®) kddovanim
max(X) = nejvétsi Cislo v X (velikost Cisla, NE délka jeho binarniho zapisu)

Definice: Algoritmus feSici Q se nazyva pseudopolynomialni, pokud je jeho Casova
slozitost pfi spusténi na vstupu X omezena polynomem v promennych kod(X) a max(X).

Poznamka: kazdy polynomialni algoritmus je samozfejme také pseudopolynomialni.

Pozorovani: Pokud je Q takovy, ze pro kazdou jeho instanci X plati max(X) < p(kod(X))
pro néjaky (pevny) polynom p, tak pro Q pojem polynomialniho a pseudopolynomialniho
algoritmu splyva. Problémy, kde toto nenastava budeme nazyvat Ciselné problémy.

Definice: Rozhodovaci problém Q se nazyva Ciselny, pokud neexistuje polynom p
takovy, ze pro kazdou instanci X problemu Q plati max(X) < p(kod(X)).

Véta: Necht Q je NP-uplny problém, ktery neni Ciselny. Potom pokud P # NP, tak Q
nemuze byt feSen pseudopolynomialnim algoritmem.

Otazka: Je kazdy Cisleny problém feSitelny néjakym pseudopolynomialnim algoritmem?

Odpovéed: NE (a typickym predstavitelim takovych problému se Fika silné NP-tézké)

14



Silné NP- uplné problémy

Necht je Q rozhodovaci problém a p polynom. Symbolem Q, oznacime mnozinu
instanci problému Q (tj. podproblém problému Q), pro které plati max(X) < p(kod(X)), tj.

Q, = {XeQ | max(X) < p(kod(X))}

Véta: Necht' je A pseudopolynomialni algoritmus feSici Q. Potom pro kazdy polynom p je
A polynomialnim algoritmem resicim Q.

Definice: Rozhodovaci problém Q se nazyva silné NP-uplny, pokud Q< NP a existuje
polynom p takovy, Zze podproblem Q, je NP-uplny.

Véta: Necht' Q je silné NP-uplny problém. Potom pokud P = NP, tak Q nemuze byt feSen
pseudopolynomialnim algoritmem.

Priklady Ciselnych silné NP-Uplnych problému:
Obchodni Cestujici (TSP) :

* je to Ciselny problém (vahy na hranach mohou byt libovolné velké)

* je silné NP-uplny nebot ztstava NP-uplny i kdyz vahy omezime (malou) konstantou
3-partition (3-P) — toto je ,Cisté” Ciselny problém :

Zadani: a,, ..., as,, b e N, takovaze vj: b <a; <’2baplati Z_°" a; = mb.
Otazka: 3 S,, ... ,S,, disjunktni rozdéleni mnoziny {1, ... ,3m} takové,

s i . 15
ZeVi:2_ga=Db?



Aproximacni algoritmy

Aproximacni algoritmy jsou typicky pouzivany na resSeni “velkych” instanci NP-tézkych
optimalizaénich problému, pro které je nalezeni optimalniho feSeni “beznadéjné’, tj.
Casove priliS naroCné (pro “malé” instance Ize nalézt optimalni feSeni “hrubou silou” v
exponencialnim Case). Aproximacni algoritmus ma nasleduijici tfi vliastnosti:

1. Vraci (vétSinou) suboptimalni feSeni (nékdy ale muze vratit i optimum).
2. Dava odhad kvality vraceného reseni vzhledem k optimu.
3. Bézi v polynomialnim Case vzhledem k velikosti zadani.

Odhad kvality vraceného reseni

Znaceni: OPT = optimalni reSeni
APR = feSeni vracene aproximacnim algoritmem
f(Z) = hodnota feSeni Z (prfedpokladame, ze je vzdy nezaporna)

Definice: Aproximacni algoritmus A reSi optimalizaCni problém X s pomeérovou chybou
r(n), pokud pro vSechna zadani problému X velikosti n plati

max { f(APR) / f(OPT) , {(OPT) / f(APR) } < r(n).

Definice: Aproximacni algoritmus A reSi optimalizaCni problém X s relativni chybou e(n),
pokud pro vSechna zadani problému X velikosti n plati

If(APR) — f(OPT)| / f(OPT) < e(n). 16



Priklad maximaliza¢niho problému (optimalizacni verze Kliky):

Pro dany neorientovany graf najit nejvétsi (méfeno poctem vrcholu) kliku v daném grafu.
Aproximacni algoritmus by musel poskytovat odhad (zaruku kvality) tohoto typu
f(APR) > % f(OPT),

kde f(X) je v tomto pfipadé pocet vrcholu (tj. velikost kliky) v FeSeni X.

Priklad minimalizacniho problému (optimalizacni verze Obchodniho cestujiciho):

Pro dany uplny vazeny neorientovany graf najit nejkratSi Hamiltonovskou kruznici
(mérfeno souctem délek hran) v daném grafu.

Aproximacni algoritmus by musel poskytovat odhad (zaruku kvality) tohoto typu
f(APR) < 2 f(OPT),

kde f(X) je v tomto pripadé délka Hamiltonovské kruznice v feSeni X.
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Priklady aproximacénich algoritmu

Uloha vrcholového pokryti (optimalizaéni verze):

Vstup: Neorientovany graf G = (V,E).

Uloha: Najit vrcholové pokryti minimalni velikosti, tj. najit V' — \ takové, Ze pro kazdé
(u,v) € E platiu € V' nebo v € V' (nebo oboje), a navic V' ma minimalni moznou
kardinalitu.

Algoritmus A: opakované vyber v grafu vrchol nejvysSsiho stupné, pridej ho do postupné
konstruovaného vrcholového pokryti a odstran ho z grafu spolu se vSemi incidentnimi (a
tedy pokrytymi) hranami dokud nezbyva v grafu zadna hrana.

Ma Algoritmus A konstantni relativni (pomérovou) chybu?

Algoritmus B: opakované vyber v grafu libovolnou hranu (u,v) dej jak u tak v do
postupné konstruovaného vrcholového pokryti a odstran jak u tak v z grafu spolu se
vSemi incidentnimi (a tedy pokrytymi) hranami dokud nezbyva v grafu zadna hrana.

Ma Algoritmus B konstantni pomérovou chybu?
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Uloha obchodniho cestujiciho (optimaliza&ni verze):

Vstup: Uplny vazeny neorientovany graf G = (V,E) a vahova funkce ¢ : E— Z* U {0}
Uloha: Najit v G Hamiltonovskou kruznici nejmensi celkové vahy (délky).
Obchodni cestujici s trojuhelnikovou nerovnosti

Plati: V u,vw € V : c(u,w) < c(u,v) + c(v,w)

Napred nutno zjistit: Je tento podproblém vibec NP-téZky (a ma tedy vubec cenu
uvazovat o aproximacnich algoritmech)??

Algoritmus C:

a) Najdi minimalni kostru grafu G.

b) Vyber libovolny vrchol grafu G a spust’ z néj na nalezené kostfe DFS, které
ocCisluje vrcholy v preorder poradi

c) Vysledna Hamiltonovska kruznice je dana pofadim (permutaci) z bodu b)

Poznamka: Pokud je v bodé a) pouzit Primav (Jarniktv) algoritmus, tak cely algoritmus
bézi v ase O(|E|) = O(|V]?).

Véta: Algoritmus C ma konstantni pomérovou chybu r(n) < 2.
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Uloha rozvrhovani na paralelnich strojich:

Vstup: Je dan pocet ukolu n, jejich délky x,, ... ,x, a pocCet stroju m.
Uloha: Zkonstruovat nejkrat$i mozny rozvrh.

Naivni aproximacni algoritmus FRONTA : bere ukoly postupné podle jejich Cisel a kazdy
ukol vzdy umisti na stroj, ktery je volny nejdrive.

Znaceni: OPT = optimalni rozvrh, Q = rozvrh zkonstruovany algoritmem FRONTA,
délka(OPT) = o, délka(Q) = q

Véta: Pokud m je pocet strojd, tak g < ((2m — 1) / m)o a tento odhad jiz nelze zlepsit.

Dusledek: Aproximacni algoritmus FRONTA ma pomérovou chybu 2.

1. Tésnost odhadu: Pro kazdé m zkonstruujeme zadani, pro které plati v dokazované
nerovnosti rovnost, a to nasledujicim zpusobem

X; =X, = ... =X, ;= mM=1 (m-1 ukolu délky m—1)
Xy = Xpgq = --- = Xom o = 1 (M—1 ukolu délky 1)
Xomg = M (1 ukol delky m)

2. Platnost nerovnosti: Necht' | je ukol koncici jako posledni v rozvrhu Q (koncici v Case
g) a necht' t je okamzik zahajeni ukolu |. Potom zadny procesor nema prostoj pred
Casemtaplati mg=(2m-1)o.
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Lepsi aproximacni algoritmus USPORADANA FRONTA pro optimaliza&ni verzi ROZ:
pracuje stejné jako FRONTA, ale na zacCatku ukoly setfidi do nerostouci posloupnosti
podle jejich délek.

Znaceni: OPT = optimalni rozvrh,
U = rozvrh zkonstruovany algoritmem USPORADANA FRONTA,
delka(OPT) = o, délka(U) = u

Véta: Pokud m je pocet stroju, tak u < ((4m — 1) / 3m)o a tento odhad jiz nelze zlepsit.

Disledek: Aproximacni algoritmus USPORADANA FRONTA méa pomé&rovou chybu 4/3.

Dukaz: Tésnost odhadu: Pro kazdé liché m zkonstruujeme zadani, pro které plati v
dokazované nerovnosti rovnost, a to nasledujicim zplsobem

X, =X, = 2m-1 (2 ukoly délky 2m-1)
X3 = X, = 2mM-2 (2 ukoly délky 2m-2)
Xom_3 = Xom_p = M+1 (2 ukoly delky m+1)

Xom-1 = Xom = Xoms1 = M (3 ukoly delky m)
Lemma: Pokud pro vSechny ukoly plati x; > 1/30 pak u = o.

Dokonceni dukazu: Necht' | je ukol koncici jako posledni v rozvrhu U (koncici v ¢ase u).
Pokud x; > 1/30 tak pouzijeme Lemma, v opacném pripadé je dukaz 21
velmi podobny jako pro algoritmus FRONTA.




Priklad neaproximovatelného problému

Obchodni cestujici bez trojuhelnikové nerovnosti

Véta: Necht' R > 1 je libovolna konstanta. Potom pokud P = NP, tak neexistuje
polynomialni aproximacni algoritmus fesSici obecny pripad obchodniho cestujiciho
s pomérovou chybou nejvyse R.

Dusledek (o existenci neaproximovatelnych uloh): Existuji NP-t€zké optimaliza¢ni ulohy,
pro které neexistuji polynomialni aproximacni algoritmy s konstantni pomérovou chybou
(pokud P = NP).

Opacny pripad: Existuji NP-tézké optimalizacni ukoly, které |ze aproximovat s libovolné
malou relativni chybou (pomérovou chybou libovolné blizko 1) s tim, ze ¢im mensi je
pozadovana chyba tim vyssi je typicky Casova slozitost aproximacniho algoritmu.
Algoritmy majici na vstupu zadani optimalizaCni ulohy a pozadovanou relativni chybu a
vracejici na vystupu feseni dané ulohy s pozadovanou relativni chybou se nazyvaji
aproximacni schémata (AS, PAS, UPAS)

Poznamka: NP-tézké optimalizacni ulohy jsou ,vSechny stejné” (vzajemne na sebe
prevoditelné) z hlediska obtiznosti ziskani optimalniho reseni, ale mohou se zcela
diametralné liSit z hlediska obtiznosti aproximace (ziskani priblizného reseni).
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Vztah determinismu a nedeterminismu pro prostorovou slozitost

Definice (vagni): Tfida PSPACE je tfida rozhodovacich problémda, pro které existuje
(deterministicky sekvencni) algoritmus bézici v polynomialnim prostoru (vzhledem k
velikosti zadani), ktery spravné rozhodne ANO/NE (ktery feSi dany problém).

Definice (vagni): Tfrida NPSPACE je tfida rozhodovacich problému, pro které existuje
nedeterministicky sekvencni algoritmus bézici v polynomialnim prostoru (vzhledem k
velikosti zadani), ktery feSi dany problém.

Véta (Savicova): Necht S : N — N je polynomialni funkce funkce takova, ze vn plati
S(n) = n. Potom lze kazdy nedeterministicky vypocet probihajici v prostoru S(n)
odsimulovat deterministickym sekvenénim vypoctem v prostoru O(S?(n)).

Dusledek: PSPACE = NPSPACE
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