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Zakladni princip — velmi drahé porovnavani

* Porovnavame jen kdyz musime (v podstaté veskerou praci déla
FindMin)

* \lysledky porovnavani nezahazujeme

* Nesmime organizaci porovnavani ztratit radove vic casu nez
porovhavanim



Insert

* Do seznamu prvkl haldy vlozime novy prvek
* 0(1)

* Budeme muset jesté nejaky €as nasporit na budouci operace —
uvidime pozdéji



FindMin

* Porovnavame , kandidaty” na minimum, tedy prvky, pro néz nezname
mensi prvek

* \/ysledek kazdého porovnani zaznamename (symbolicky hranou
smeérem k mensSimu prvku), reprezentaci probereme pozdéji

* Na konci mame jediného kandidata na minimum.

* Potencial @, rovny poctu kandidatl na minimum muze vSechna
porovnani zaplatit a navysi cenu Insert o O(1)



DeleteMin

* Predpokladame, ze predchazel FindMin, pripadné jej pro jistotu
zavolame.

e Odstranime minimum, jeho predci se stanou novymi kandidaty na
minimum.

* Je mozno implementovat v O(1) Case, ale pocet predkl musime pridat
do potencialu @,

* Potrebujeme aby stromy byly uzké, aby cena DeleteMin nebyla velka.



Invariant c-q uzkosti

Kazdy prvek haldy bude mit definovany rad (rank,) (novy prvek 0).
* Pro c>0 a 1<gq<2 plati:
Libovolny vrchol fadu k ma alespori cg® velky podstrom predchidc.

Rad a stupenl nebude nutné totéz. Abychom v DeleteMin méli z ¢eho
zaplatit do potencialu &4, musime mit ucet pro situace, kdy je stupen
vetsi nez rad.

®; = >deg_v —rank_v

Suma je jen pres kladné rozdily.



DeleteMin podruhé

e Pokud prvky haldy budou splnovat invariant c-g uzkosti, pak nejvéetsi
mozny rad je log (n/c)/log q, tedy po odstranéni minima m bude
pocet kandidatli deg_ m = rank_m+(deg_m-rank_m), tedy kromé
preuctovani z ®,;do ®,, musime do &, pridat jen O(log n).

* Ackoli worst case pro DeleteMin muze byt O(1), v nasem
amortizovaném rozboru bude cena DeleteMin O(log n).



Zajisténi invariantu c-g uzkosti

* Pfi FindMin nemuZeme porovnavat kandidaty nahodné&, mohly by
vznikat Siroké malé stromy.

1. Spojovani stromd stejného fadu je OK 2cg® > cq{k“}, muzZeme
kofenu spojeného stromu zvysit rad, takze rozdil deg_v — rank_v
zustane zachovan.

2. Pouze pokud je jiz od kazdého radu nejvys jeden kandidat, muzeme
je porovnat libovolné. Vytvorime dvojice, ty porovname, pak opét
vytvorime dvoijice ... nechceme porovnavat jednoho kandidata se
vsemi. V druhé fazi nemeénime rank, zvetsujeme @;.



FindMin cena

* Prvni fazi zaplatime z @,,.
* Druhou fazi ... prispévek do ®; nemame z ¢eho zaplatit.

* PocCet kandidatu na zacatku druhé faze je nejvys O(log n)
(1+maximalni dosazitelny rad). Zaroven je to nejvys pocet kandidatu
na zacatku FindMin. Zavedeme proto potencial @, rovny minimu
z maximalniho dosazitelného radu + 1 a z poc¢tu kandidatd.

* Insert musi platit O(1) jak do @, tak (mozna) do &,, DeleteMin
zaplati do @, nejvys O(log n).



Implementacni detaily

e Kandidaty na minimum udrzujeme v obousmérném seznamu
(doprava acyklicky, doleva cyklicky), abychom mohli pridavat na oba
konce a odebirat libovolny prvek v O(1).

 Stejné jako kandidaty na minimum udrzujeme seznam prvkU
porovnanych s danym kandidatem (vétsich).



FindMin implementacni detaily

* Pro kazdy rad mame synchronizacni misto (prazdné).

 \V prvni fazi prochazime seznam kandidatt doprava a v
synchronizacnich mistech jednotlivych radua aktualizujeme odkazy na
navstivené kandidaty. Pokud narazime na misto odkazujici na
kandidata, muzeme porovnat, odstranit vétSiho z kandidatu pripojit
mensimu jako nejpravejsiho primého predchidce a zvéetsit rad ...

* Dulezité je, ze seznam kandidatu je pouze aktualizovan. V Case dle
jeho délky muzeme na konci faze vyprazdnit synchronizacni mista.

e \V druhé fazi prochazime doleva a vzdy porovname dvojici a vétsiho
presuneme na nejlevéjSiho predchudce mensiho a postoupime
doleva. Kon¢ime, kdyz mame jediného kandidata.



Decrement (zatim mame Binomialni haldy)

* Snizenim prvku prestane byt spolehnuti na hranu z tohoto prvku a
musime ji tedy odstranit.

* Porusime tim ale invariant c-q uzkosti?

* Pokud snizime vSem tranzitivnim naslednikim rad, tak bude c-g

uzkost spravena, ale aktualizace by trvala hloubku prvku, coz je az
Q(n).

e Tarjan — Fredman staci, kdyz budeme propagovat az kazdé druhé
snizeni radu. Zavedeni Cernych a bilych vrchold.



Decrement analyza
* VVrcholy budou na zacatku bilé. Pri prvnim snizeni radu prebarvime na

cerné (koreny nechavame bilé). V druhé fazi FindMin prvek ktery
prestava byt kandidatem zCervena.

* Zavedeme ®;=pocet vsech cernych primych predchudcu.

* V prubéhu Decrement nejvys jeden bily vrchol prebarvime na Cerno,
muzeme ale Cerny vrchol prebarvit na ¢erveno a propagovat snizovani

radu dal. Tato propagace je ale zcela zaplacena ze snizeni potencialu
D,

* Protoze potrebujeme mit aktualni odkazy na nasledniky, worst case
¢as pro DeleteMin odpovida nardstu @, tedy 6(n).



Fibonacciho haldy

* Pro nejmensi M,, velikost stromu radu k plati rekurence
Mk — 1+1+M0+M1++Mk_2

Tedy My, .1 = M;, + M,;._; a dostavame Fibonacciho posloupnost a c-q

, , 1++/5
uzkost plati pro g = +2\/_.

Tim je rozbor Fibonacciho hald ukoncen.

P.S.: Rozbor by fungoval i pokud bychom misto cervené barvy pouzivali
bilou. Jen bychom museli zabranit snizovani radu pod nulu.



Usetreni pointeru

» Kvuli Decrement Fibonacciho haldy potrebuji pointer na naslednika
prvku, abychom mohli propagovat snizovani radua.

» Slo by tento pointer udetfit a pouZit odkaz jen v poslednim predchiddci
(misto odkazu na dalsSiho)?

* Pak bychom nemohli propagovat snizovani radu s vyjimkou prvku na
konci seznamu, které maji k naslednikovi O(1) pristup.

* Propagaci provadime jen v poslednich dvou prvcich seznamu
(predchudcich nejvétsiho fadu).

* Worst case Cas DeleteMin klesne zpét na O(1).



rank v awrank v

* Pro Cerny vrchol je wrank = 1 4+ rank, pro bily vrchol je wrank = rank,
pro null (chybéjici vrchol) je wrank = —1.

* Seznam predchudcu (déti) ma vSechny Cervené nalevo, pak neklesa wrank
(pokud je definovany).

* Vezmeme z bilych a ¢ernych primych predchudct (déti) vrcholu v dva
nejpravejsi ... zprava wy a wy. (mohou chybét)
S. Bezpecny: wrank,, + 1= wrank,, :rank, =wrank,, + 1.
D. Nebezpecny: wrank,, + 1 <wrank,, ,awyje bily: rank,, = wrank,, . (v
nemuUze byt bilé)
F. Zakazany: wrank,, + 1 <wrank,, , aw, je Cerny: zazlut wy a pfepocitej.






Uzkost

* Pro minimalni velikost M,, stromu radu k mame
Mk — 1 + Mk—Z + Mk—3
* Uzka souvislost s Padovan posloupnosti a tedy c-q Uzkost pro

- (% (1 + ;j)) + (%(1 — ;j)) ~ 1.324718.
\ \

*(@°=q+1)




Decrement zcela vybarveny

* Utrhneme prvek (kandidat na minimum), a pokud byl jednim z dvou
ngj;l)rgvé’él'ch predchudcul, vyvolame kaskadovou aktualizaci fadu na jeho
naslednikovi.

* Pri kaskadove aktualizaci vzdy prepocitame rank. Pokud nedoslo ke zmene,
vypocet konci.
* Prisnizeni ranku bilého prvku o 1 prvek zacernime.

* Pokud doslo ke snizeni ranku cerneho prvku, je obarven zlute, stejne tak pri
snizeni ranku bilého prvku aspon o 2.
e Je-li prvek mezi pravymi dvémi, pokracCuje kaskadové prepocitavani.

* Pri BFepo_(v:l'tévénl’ ranku prvku nejprve zluté vrcholy mezi pravymi dvemi
prebarvujeme na Cerveno a premistujeme na levy kraj seznamu. Pokud
narazime na cerveny prvek, vime, ze dalsi bily €i Cerny prvek neexistuje.



Decrement

* Analyza Decrementu stale jesté nedava O(1).

* Prepocitani ranku muze vést k poklesu az o 2, v takovém pripadé i pro bily
vrchol dojde k propagaci aktualizace. Tuto propagaci ®;nezaplati.

* Potrebujeme potencial
®, = Yrank, — pocCet primych predchudct v bilé Ci Cerné barvy.

* Odstranénim bilého ¢i cerného predchudce Setfime na budouci (vétsi)
pokles ranku. Spojovani stromu pri FindMin nema vliv na ®,. Jediné co je;
meni je Decrement.

* Nyni jiz za pokracovani kaskadovitého prepocitani radu vzdy zaplati bud @4

nebo ®,. Kromé toho mame konstantni prispévek (az na premistovani
Zlutych vrcholu).



Cervena, zluta a nebezpecné

e Kvuli odkladani presunu zZlutych vrcholl na zacatek seznamu
potrebujeme potencial & = pocet vSech zlutych pfedchudcu.

* DeleteMin misto ), deg,, — rank, staci ®;=pocet vSech Cervenych
predchudcu.

* deg _v = pocet Cervenych + pocet zlutych + pocet (bilych a Cernych),
kde pocet bilych a Ccernych < rank, takze do @, zaplatime z &, ®, a
nejvys O(log n).

* Potrebujeme predchazet bilym nebezpeénym vrcholim. Proto na

zacatku FindMin z nebezpecnych vrcholt délame bezpecné. To je
divod zavedeni potencidlu @, = pocet vSech nebezpecnych vrchola.



Obrazek se vSemi barvami (klice maji minus)

1:0 0:7 0:9
3:2 0:1

0:3 1:4 0:6 2:18 \ 4:10
\ ~— -
0:5 0:8 0:27 || 0:19 0:29 || 0:19 0:32 1:24 || 2:11 2:16
0:30 || 0:21 || 0:22 0:30 2:12 0:12 1:13 0:17 2:20
0:13 1:15 0:14 0:26 || 0:21

0:16




Shrnuti

e Potencial viic¢i némuz je analyza je tedy
Doty + D1ty + Doty + 2P5ts + Dyt + Dt + Dty

kde tO < tl < tz, tl < t5 < t6l t5 + t6 < t3, t5 + t6 < t4_ JSOU vhodné
konstanty.

* @, je pocet kandidatu.
* @, je pocet kandidatu, nejvyse vSak nejvyssi dosazitelny rad + 1.

* O, D3, resp. Ps je pocet vSech Cervenych, Cernych, resp. zlutych
predcﬁudcu

D, (Jjeksoucet rozdill mezi rankem a poctem bilych a ¢ernych primych
predku

* O, je pocet nebezpecnych vrcholl



Schéma placeni

0 ZpoZdéné zpracovani kofenli |—— Prvni faze FindMin

1 ZpoZdéné vytvoreni kofenil z fervenych dét j€—— 1 2 ZpoZdéné zpracovani kofenti, omezeno na 1 + maximalni rank —3»| Druhd fize Findmin

5 ZpoZdéné umisténi Zlutych détl | Jeden prepocitavaci krok

f\

| & ZpoZdéné zpracovani nebezpeénych vrchold  f—3 Zatatek MakeSafe (Nulta faze FindMin);
pfepoditavani fadd FS pravidlo

> Vertikalni prepoditavani radad;

vertikalné piepocitavani radd FF* pravidlo (start)

3 ZpoZdéné piepoditavani I

Horizontalni prepoditavani radd v MakeSafe a F* pravidla;
4 Zpozdéné pirepoditavani radd horizontalné »1  vertikalni prepoditavani fadil kdyZ v&tsi zména fadu neni zplisobena pravidlem F;
prepoditavani radd FD pravidlo




Soutéz struktur

* Obhajce jedné struktury vygeneruje posloupnost volani metod, obé
funkce provedou danou posloupnost a zméri se pomér jejich casu.

* Haldy dle principu velmi drahého porovnavani vitézi nad standardnimi
haldami hodnotou 8(logn) pro posloupnost

i=0;Repeat (Insert(-i), Insert(-(i+1)), FindMin, DeleteMin, i++),
protoze maximalni rad, ktery vznikne bude 4.
 Standardni haldy mohou vynutit jediné pomér 6(1).



