
Pravděpodobnostńı usuzováńı v čase
Markovské procesy

p̌ŕıklad: diabetický pacient, hladina inzulinu, léky, j́ıdlo

p̌redpokládáme, že se množina možných stav̊u S neměńı v
pr̊uběhu času

p̌redpokládáme diskrétńı čas

p̌redpokládáme stacionárńı proces – pravidla p̌rechodu z času
t na t + 1 nezálež́ı na čase



Markovská vlastnost

Markovská vlastnost: aktuálńı stav záviśı jen na konečném
počtu p̌redchoźıch krok̊u (n–kroćıch, n > 0 ), tj. stav v čase
t + 1 je nezávislý na stavu v čase t − n, p̌ri znalosti stav̊u v
mezičase t,. . . ,t − (i − 1), tj.

St+1 ⊥⊥ St−n|St , . . . , St−(n−1)

Pro Markovský model 1. řádu (často jen Markovský proces,
Markovský model)

St+1 ⊥⊥ St−1|St

Pro Markovský proces 2. řádu:

St+1 ⊥⊥ St−2|St , St−1

Pro zadáńı MP 1. řádu tedy poťrebujeme:

P(S0)

P(St |St−1) pro jedno t, pro ostatńı stejná



Skrytý Markovský proces (HMM)
= částečně pozorovaný markovský proces

Aktuálńı stav S nemůžeme pozorovat p̌ŕımo, ale jen částečně

pozorováńı O záviśı pouze na aktuálńım stavu, nikoli na
minulosti či budoucnosti

pro zadáńı definujeme P(Ot |St)

Za daných p̌redpokladů máme vlastně speciálńı bayesovskou śı̌t, tj.
pro každé konečné t

P(S0, S1, . . . , St , O1, . . . , Ot) = P(S0) ·Πt
i=1P(St |St−1) · P(Ot |St)



Je proces markovský?

jak který, často ano, nebo zhruba – náhodná procházka, stav
pacienta, pozice robota

pokud ne, tak buď můžeme zkusit zvýšit řád Markovského
procesu nebo rozš́ı̌rit množinu stav̊u

nové stavy ale muśıme také predikovat, tj. poťrebujeme
porozumět procesu, který modelujeme

nebo ḿıt dobré senzory, které nám dob̌re urč́ı aktuálńı stav

Př́ıklad: Cȟripka trvá 7 dńı.
Robot v mř́ıžce: pozice, rychlost, stav baterie.



Inference

Vše je specielńı p̌ŕıpad propagace v bayesovské śıti.

Filtrováńı (=monitorováńı) – zaj́ımá mě pravděpodobnostńı
rozložeńı (marginála) na aktuálńım stavu P(St |o1, . . . , ot)

predikce – zaj́ımá nás budoućı stav, P(St+k |o1, . . . , ot),k > 0

vyhlazováńı, pohled zpět: nová evidence nám p̌rináš́ı
informace o tom, kde jsme byli v minulém čase,
P(Sk |o1, . . . , ot),t > k ≥ 0

nejpravděpodobněǰśı pr̊uchod (vysvětleńı)

argmaxs0,...,stP(s0, . . . , st |o0, . . . , ot)



Filtrováńı

Definuji: o1:t = o1, . . . , ot .
Pravděpodobnost nového stavu p̌ri rozložeńı na starém:

P(St+1|o1:t) = ∑
st

P(St+1|st , o1:t) · P(st |o1:t)

= ∑
st

P(St+1|st) · P(st |o1:t)

Zapracovnáńı pozorováńı:

P(St+1|o1:t , ot+1) =
1

P(ot+1|o1:t)
· P(ot+1, St+1|o1, . . . , ot)

= α · P(ot+1|St+1, o1:t) · P(St+1|o1:t)

= α · P(ot+1|St+1) · P(St+1|o1:t)

Dohromady:

P(St+1|o1:t , ot+1) = α · P(ot+1|St+1) ·∑
st

P(St+1|st) · P(st |o1:t)



Vyhlazováńı (zpět)

Pro k: 0 ≤ k < t.

P(Sk |o1:t) = P(Sk |o1:k , o(k+1):t)

= α · P(Sk |o1:k) · P(o(k+1):t |Sk , o1:k)

= α · f1:k · b(k+1):t

kde f1:k je zpráva zleva (p̌red k), b(k+1):t zpráva zprava (po k).
Zpětná zpráva:

P(o(k+1):t |Sk) = ∑
sk+1

P(o(k+1):t |Sk , sk+1) · P(sk+1|Sk)

= ∑
sk+1

P(o(k+1):t |sk+1) · P(sk+1|Sk)

= ∑
sk+1

P(o(k+1), o(k+2):t |sk+1) · P(sk+1|Sk)

= ∑
sk+1

P(sk+1|Sk) · P(o(k+1)|sk+1) · P(o(k+2):t |sk+1)



Maticový zápis

T = P(St+1|St)

Ok =

{
P(ok |Si ) na diagonále

0 jinak

f , b bereme jako sloupcové vektory.
Potom se dá psát:

f1:(t+1) = α ·Ot+1Tf1:t

b(k+1):t = TTOk+1b(k+2):t

Nav́ıc se dá poč́ıtat i v protisměru, tj.:

αT−1O−1
t+1f1:(t+1) = f1:t

O−1
t+1(T

T )−1b(k+1):t = b(k+2):t



Vyhlazováńı s konstantńım zpožděńım
nap̌r. sledováńı letadla na radaru

Mám pevné zpožděńı d .

Zaj́ımá mě P(St−d |o1:t), aniž bych propagovala od začátku a
konce.

tj. P(St−d |o1:t) = αf1:(t−d)b(t−d+1):t

Dop̌redná zpráva jako ďŕıve.

Zpětná zpráva – d krát dosad́ım:

b(t−d+1):t =
(
Πt

i=t−d+1T
TOi

)
b(t+1):t = B(t−d+1):t1

b(t−d+2):(t+1) =
(
Πt+1

i=t−d+2T
TOi

)
b(t+2):(t+1) = B(t−d+2):(t+1)1

Odtud vid́ıme, že B můžeme pr̊uběžně aktualizovat:

B(t−d+2):(t+1) = O−1
t−d+1(T

T )−1B(t−d+1):t(T
T )Ot+1



Nalezeńı nejpravděpodobněǰśıho pr̊uchodu

Pozorované pozice:[a1, a2, b2, f 6, c3, d3]. Jaký je
nejpravděpodobněǰśı pr̊uchod?

použ́ıvá se nap̌r. p̌ri zpracováńı řeči

NEŃI ekvivalentńı naj́ıt pro každý krok maximálně
pravděpodobný stav! Taková posloupnost může být nemožná,
tj. pravděpodobnosti nula.



Viterbi algoritmus
Nalezeńı nejpravděpodobněǰśıho pr̊uchodu

Algoritmus

Pro každý stav si pamatujeme pravděpodobnost
nejpravděpodobněǰśı cesty do něj.

Na začátku známe apriorńı P(s1) jednotlivých stav̊u s1.

maxs1,...,stP(s1, . . . , st , St+1|o1:(t+1)) =

αP(ot+1|St+1)maxstP(St+1|st)maxs1,...,st−1P(s1, . . . , st , St |o1:t)

čili dop̌redně š́ı̌rená zpráva ḿısto sumy použ́ıvá maximalizaci,
tj. zpráva je

m1:t = maxs1,...,st−1P(s1, . . . , st−1, St |o1:t)

vždy vynásob́ıme P(St+1|st) a maximalizujeme p̌res st .



Dynamické Bayesovské śıtě

Př́ıklady jsme už viděli – nákresy Markovských proces̊u

Zadáme BN v jednom časovém řezu plus vazby pro p̌rechod z
jednoho řezu do druhého a p̌ŕıslušné podḿıněné
pravděpodobnosti

p̌redpokládáme, že model časového řezu a p̌rechodu se neměńı
s časem

Matematicky je (diskrétńı) DBN ekvivalent́ı HMM.
výhoda je v rozloženém zadáńı: pro 20 binárńıch proměnných,
každý 3 rodiče v p̌redchoźım čase, máme 20 · 23 = 160
p̌rechodových pravděpodobnost́ı, u HMM 220 · 220 = 240.

HMM poťrebuje v́ıce prostoru
a v́ıce času p̌ri inferenci, muśım matici vždy proj́ıt
p̌redevš́ım, odhad takového množstv́ı parametr̊u je velmi
diskutabilńı (pokud neńı definován generuj́ıćım procesem)
v rámci jednoho času je vztah DBN vs. HMM podobný, jako
BN a plné rozložeńı na všech veličinách.



Návrh DBN
Př́ıklad: Baterie robota

pozice, rychlost, stav baterie, GPS – viz tabule

model chyby senzor̊u – klasicky gausovské rozložeńı okolo
správné hodnoty

p̌rechodné selháńı senzoru – když někdo do robota naraźı,
senzor baterie hláśı nulu (vybitou baterii)

gausovský chybový model hláśı vybitou baterii, robot p̌rejde
do krizového režimu a vypne se.

p̌ridáme do modelu: P(BMetert = 0|Batteryt = 5) = 0.03
modely viz obrázky
výhoda: méně vě̌ŕı senzoru, vybitou baterii hláśı až po několika
nulových mě̌reńı, počet záviśı na poměru predikce vybit́ı
baterie a pravděpodobnosti chyby senzoru.



Trvalé selháńı

Nap̌r. u auta jedoućıho do prudkého kopce nefunguje mě̌rák
paliva

p̌redchoźı model nepomůže, do kopce jedeme docela dlouho

řešeńı: modelujeme vadný senzor



Přesná inference DBN

rozvinout a spoč́ıtat jako BN; klasicky p̌ŕılǐs velké

smůla je, že ”mezivýsledné tabulky” nemuśı faktorizovat, tj.
po čase máme jednu tabulku pro celý časový bod, tj. velikost
O(dn+1) tabulky, složitost aktualizace O(dn+2), pǒrád lepš́ı
než O(d2n) u HMM, ale oboj́ı p̌ŕılǐs náročné.



Přibližný výpočet DBN
částicové filtrováńı, particle filtering

Pro BN se použ́ıvá (mimo jiné) vážené vzorkováńı (likelihood
weighting)

s délkou času v DBN váhy exponencielně klesaj́ı k nule, tj.
poťrebujeme stále exponencielně věťśı vzorek; to nejde

uprav́ıme algoritmus



Částicové filtrováńı
p̌ribližný výpočet DBN

vstup: o pozorováńı, N požadovaný počet vzork̊u, DBN model

statické: S , vektor vzork̊u, na počátku dle P(S0), W vektor
vah

for i = 1 to n

S [i ]← sample from P(S1|S0 = S [i ])
W [i ]← P(o|S1 = S [i ])

S ← vážený vzorek s navraceńım(N , S , W )

Pro N jdoućı k nekonečnu konverguje ke p̌resnému vyhodnoceńı.



Zpracováńı řeči

Nejmenš́ı jednotka: foném

Lǐśı se podle způsobu a ḿısta tvǒreńı, artikuluj́ıćıho orgánu
nebo sluchového dojmu (fonologie). Celkem ve svět. jazyćıch
jen cca. 12 diferenciálńıch p̌ŕıznak̊u.

Počet fonémů v jazyćıch je 12 až 60. (ČJ 36, AJ 42, RJ 40).

Fonémy se spojuj́ı co posloupnost́ı. Ty lze dělit na slabiky,
slabiky tvǒŕı slova. Slovanské jazyky cca. 2500–3000 slabik,
45000 – 50000 slov.

Člověk p̌ri hovoru vyslov́ı 80–130 slov za minutu, tj. cca 10
fonémů za sekundu. Při informaci 3–4 bity na foném je p̌renos
informace 30–40 bit/s; člověk je schopen zpracovat informaci
o rychlosti maximálně 50 bit/s.

V češtině je fonologicky funkčńı symbol pauza pro hranici
mezi slovy, v angličtině ne.



Zpracováńı signálu

Sńımáme v určité frekvenci (sampling) 8–20 kHz

kvantováńı – diskretizujeme velikost signálu 12–14 bit̊u

p̌ŕıznaky (features) – nap̌r. krátkodobá energie či častěji
krátkodobá intenzita, krátkodobá funkce sťredńıho poštu
pr̊uchodů signálu nulou, autokorelačńı funkce, a Fourierovy
transformace pro frekvenčńı oblast.

vektorová kvantizace – hodně kombinaćı p̌ŕıznak̊u reprezentuji
jedńım kódem, t́ım zmenš́ım prostor, ve kterém pak budu
pracovat (nap̌r. 256 kódů).



Pravděpodobnostńı p̌ŕıstup

Skryté Markovské procesy

základ – Vintsyuk – každé slovo vlastńı model, 40–50 stav̊u,
odpov́ıdaj́ıćıch pruměrnému počtu mikrosegment̊u ve slově

těžko by se trénovalo obecně, proto se uč́ı modely pro
jednotlivé fonémy; z model̊u pro fonémy slož́ım slovo
(transkripce slova pro češtinu celkem snadná)



Viterbi̊uv algoritmus

Skrytý Markovský model P(S1), P(St+1|St), P(Ot |St)
S má stavy i = 1, . . . , N
hledám maximálně pravděpodobný pr̊uchod.

1 Inicializace: δ1(i)← P(S1 = i) · P(O1 = o1|S1 = i)
ψ1 = 0

2 Rekurze v čase t = 2, . . . , T a nový stav j = 1, . . . , N
δt(j)← maxiδt−1(i) · P(St+1 = j |St = i) · P(Ot = ot |St = j)
ψt = argmaxi [δt−1(i) · P(St+1 = j |St = i)]

3 Výsledná pravděpodobnost a index maximálně
pravděpodobného stavu v čase T jsou:
P∗ = maxi [δT (i)]
i∗ = argmaxi [δT (i)] O nejpravděpodobněǰśı pr̊uchod zpětně
vystopujeme z ψ, i∗t = ψt+1(i

∗
t+1)

Pozn: nejpravděpodobněǰśı pr̊uchod neńı to samé co
nejpravděpodobněǰśı posloupnost fonémů.



Učeńı modelu

Baum–Welchův algoritmus

v zásadě EM algoritmus, klasická metoda učeńı modelu se
skrytými parametry ve Strojovém učeńı.


