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1
Témata.
Booleovské pocty.
E.1.1. Booleovské pocty.
Bud (B, —,V, A,0,1) Booleova algebra. Binarni operace —, =, —, <> v B se definuji takto:
a—b=aNn(=b), a=-b=(a—0)V(b—a),
a—b=-aVb, a+b=(a—b)A(b—=a).
1. Potencni algebry.

a)

b)

Jak spolu souvisi algebry P(I) = (P(I), —,U,N,0,I) a 2 = (2, —1, V1, A1,07,17)7 (V 2 se
kazda uvedend operace bere po slozkdch v 2.)

RESEN{. Jsou izomorfni via u +— ch,, kde ch,, je charakteristickd funkce mnoziny u € P(I).
Jaka je velikost konecné Booleovy algebry?

RESENI. Velikost koneéné Booleovy algebry B je 2" s néjakym 0 < n € N. B je totiz atoméarni,
mé tedy n atomui pro n&jaké 0 < n € N a tedy je izomorfni s P(n); pfitom |P(n)| = 2".
Kolik atomti ma kone¢na m-prvkova Booleova algebra B?

RESENI. log, m, nebot m = 2%, kde k je pocet atomt algebry B; je B = P(k).

Upravy booleovskych termi.

Pomoci — a komplementu — vyjadiete v Booleové algebre:
aVb.

RESENL. a Vb= —(—a) Vb= (—a) —b.

aANb.

RESEN. a Ab = —(—aV —b) = —(a — —b).

a—b.

RESENI. a —b=a A (=b) = —(a — b).

a—b.

RESENT. a = b= (a—b) V (b—a) = (a = b) = (—=(b — a)).

Vlastnosti — .

Dokazte v Booleové algebfe: —(a > b) = a — .

RESENI. —(a < b)=—((a = b)A(b—a)=—(a—=b)V—(b—a)=
=(aN=-b)VOAN—a)=a-=b.

Dokazte v Booleové algebtfe: a = b= (aVb) — (a A D).

RESENf. a ~b=(a—b)V (b—a) =

=({(aVb)A(aV—-a)AN((=bVD)A(=bV —a))=(aVb)A—=(bAa)

Algebra C__.

C_, je podalgebra algebry "2 s univerzem C,, C ™2 tvofenym pravé véemi funkcemi f € "2,

které maji periodu p pro néjaké 0 < p € N, tj. f(i) = f(i + p) pro kazdé i € N.

Dokazte, ze C, je spocetna bezatomarni Booleova algebra.

RESENL. Cy, = U0<pEN Cp, kde C, je mnozina viech f € 2, které jsou p-periodické. Je

|Cp| = 2P. Tudiz je C spocetné. Je-li f nenulovy prvek algebry C_ periody p, je f(i) =1

pro néjaké i < p a pak g lisici se od f jen v i + 2kp pro kazdé k € N je nenulovy prvek

algebry C_ a mensi, nez f.



b)*Dokazte, ze mnozina C,q C ™2 vSech funkci f € ™ majicich n&jakou lichou periodu p, tj.
f(@) = f(i + p) pro kazdé i € N, je univerzum podalgebry algebry C__.
RESENI. C,4 je uzavieno jasné na komplement a obsahuje nulu i jednicku algebry C__. Zbyvé
dokézat uzavienost C,q na spojeni a priunik. Jsou-li f,g z C,q po fadé liché periody p,q,
jsou obé liché periody pq a jejich spojeni i prisek je liché periody pg, tj. je v Cpq.
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1.
a)

b)

d)

2.1. Priklady jazyku a struktur.

Uvedte jazyk pro vektorové prostory nad télesem F.
RESEN{. (+,—,0,7),cp; + je bindrni, — unérni, 0 je nularni funkéni symbol, 7 je unarni
funkéni symbol pro r € F' (pfedstavujici nasobeni skaldrem; 7(z) se piSe zpravidla jako rz).

Uvedte jazyk téles a jazyk Booleovych algeber. Porovnejte je?
RESEN{. (+,—,-,0,1) a (—,V,A,0,1). Jsou izomorfni via + — V, — + — -+ A, 0+ 0,
1—1.

Bud L = (p)pep jazyk bez rovnosti, pfi¢emz P je neprazdnd mnozina nuldrnich rela¢nich
symboli. Bud' A redlny interval [2,00), v : P — A. Je struktura (A, v(p)),ep model pro L?
RESENI. Ne. Neni totiz v(p) C A° (= {0}) pro kazdé p € P.

Bud L = (p)pep jazyk bez rovnosti, pfi¢emz P # () je neprazdnd mnozina nularnich rela¢nich
symboli. Bud A redlny interval [2,00), v : P — {0,{0}}. Je struktura (A,v(p))pep model
pro L?

RESEN{. Ano. Je totiz v(p) C A° pro kazdé p € P.

Bud L = (R,...,F,...) jazyk. Existuje pro kazdé A # () néjakd L-struktura s univerzem A?
RESENI. Ano. L-struktura tvaru (A, R4,..., F4,...) s R* =0, ..., [ konstantni,... .
Existuje jazyk L takovy, ze kazdé dvé spocetné L-struktury jsou izomorfni?

RESEN{. Ano. Jazyk L = (c), pfi¢emz c je konstantni symbol, m4 kazdé dva spocetné modely
izomorfni.

Bud L = (R, F) jazyk s rovnosti, pfi¢emz R je bindrni rela¢ni symbol, F' je n-arni funkéni
symbol a necht A = {a} je jednoprvkova. Kolik je az na izomorfizmus L-struktur s univerzem
A?

RESENI. Pravé dvé. Totiz (A,(, F4) a (A, A2, FA) kde F4 = A" x {a}.

Ma-li jazyk L néjaky relacni symbol R, existuji pro kazdou velikost k alespon dvé neizomorfni
L-struktury obé velikosti x?

RESEN{. Ano. Jsou-li A, B dvé L-struktury a R4 = (), R® # (), neni A = B.



e)

d)

Ma-li jazyk L s rovnosti funkéni symbol F' nenulové Cetnosti, existuji pro kazdou velikost
k > 2 alespon dvé neizomorfni L-struktury obé velikosti k7

RESENI. Ano. Jsou-li A, B dvé L-struktury s univerzy velikosti alesponi 2, F'4 je konstantni
a FP neni, neni A = B.

O grafech.

Bud L = (R) jazyk s rovnosti. Napiste v L axiomatiku grafa bez hran.

RESENI. M4 jediny axiom (Vz,y)—R(z,y).

Bud 0 < k € N. Uvedte signaturu pro k-obarvené obycejné grafy.

RESENI. (R,Cy,...,Cr_1), kde R je binarni rela¢ni symbol (prezentujici hrany) a C; je
unérni rela¢ni symbol (prezentujici i-tou barvu obarvujici vrcholy).

Bud A = (A, R) struktura, kde R C A™. Uvedte podminky na n a R tak, aby struktura A
byla obyéejny graf (tj. neorientovany a bez smycek).

RESENL. n =2, R C A? je symetricka a antireflexivni v 4, tj. R=R™'a RC A% —1d4.
Bud (A, R) obyéejny graf, 0 < k € N. Popiste expanzi struktury (A, R), kterd je k-obarvenim
(VA, R).

RESENI. (A, R, Cy,...Ck_1), C; jsou unarni, disjunktni, pokryvajici A a takové, ze pro kazdé
a,b z A plati: R(a,b) = (C;(a) = neni C;(b)).

O usporadanich.

Bud L = (R) jazyk s rovnosti. Napiste v L axiomatiku usporadani, jehoz zadné dva rtzné
prvky nejsou porovnatelné.

RESENI. {R(z,2),7 #y — ~R(z,y)}.

Pravé kdy je struktura (A, R), kde R je relace, uspofadani?

RESEN{. Pravé kdy# R je binarni, reflexivni, tranzitivni a slab& antisymetricka na A (posledni
znali: R(a,b) a R(b,a) = a =0).

Pravé kdy je struktura (A, R), kde R je relace, linedrni usporadani?

RESEN{. Pravé kdyZ R je binarni, reflexivni, tranzitivni a slabé antisymetricka na A (posledni
znali: R(a,b) a R(b,a) = a =b) a R je navic dichotomickd na A, tj. pro kazdé a,b z A je
R(a,b) nebo R(b,a).

Pravé kdy je usporadani (A, R) usporadani, jehoz Zadné dva rizné prvky nejsou porovna-
telné?

RESEN{. Pravé kdyz je R = {{a,a); a € A} (=1da).

E.2.2. Sestrojeni formule s danym vyznamem.

1.
a)

b)

Navrhnéte jazyk L a napiste jeho formuli, vyjadiujici: ,existuje bytost, kterd zna kazdého
¢lovéka a existuje Clovek, ktery nezna tuto bytost.“

RESEN{. Bud L = (U, R) jazyk s rovnosti, pfic¢emz U resp. R je unarni resp. binarni rela¢ni
symbol. Hledan4 formule je tvaru (3z)(((Vy)(U(y) — R(z,y))) & (3y)(U(y) & —R(y,x))).
Navrhnéte jazyk L a napiste jeho formuli, vyjadfujici: ,existuje bytost, kterd zna kazdého
Clovéka a existuje ¢loveék, ktery nezné kazdého clovéka.”

RESEN{. Bud L = (U, R) jazyk s rovnosti, pfic¢emz U resp. R je unarni resp. binarni rela¢ni
symbol. Hledand formule je (3z)((Vy)(U(y) — R(x,y))) & Fy)(Uly) & ~(V2)(U(z) —
R(y, 2)))-

Navrhnéte jazyk L a napiste jeho formuli, vyjadfujici: ,existuje bytost, kterd zna kazdého
¢lovéka a existuje ¢lovek, ktery zna alespon dva ruzné lidi.“

RESENf. Bud L = (U,R) jazyk s rovnosti, pii¢emz U resp. R je unarni resp. binarni
relaéni symbol. Hledand formule je tvaru (3z)((Vy)(U(y) — R(z,v))) & Fy)(Uly) &
(320, 21)(U(20) & U(z1) & 20 # 21 & R(y, 20) & R(y, 21)))-



Vyjadrete v jazyce s rovnosti: , Existuje alespoii n prvka® (s danym 0 < n € N).

RESENT. (Jvg, ..., v,_1) Nicjan Vi # V).
Vyjadiete v jazyce s rovnosti: , Existuje nejvyse n prvki“ (s danym 0 < n € N).
RESENL. (Vvg, ..., v,) Vicjcn Vi = 5.

Vyjadiete v jazyce s rovnosti: , Existuje pravé n prvka® (s danym 0 < n € N).

RESENI. , Existuje alespoii n prvki“ & ,existuje nejvyse n prvka“.

Vyjadrete v jazyce s rovnosti: , Existuje nekonec¢né prvka“.

RESEN{. Vyjadiuje to schema {, Existuje alesponi n prvki“; 0 < n € N} spodetné formuli.

E.2.3. Substituce. Instance. Varianty.

1.
a)

b)

2.

Substituovatelnost.
Bud ¢ formule (3z)(z = 2) & y < x a déle z,y,z rizné proménné, F undrni funkéni
symbol, ¢ konstantni symbol. Uvedte, zda je term ¢ substituovatelny do ¢ za proménnou v
v nasledujicich ptripadech:

i)  tje F(2), vjeu.

il) tje F(z), vjey.

iii) tje F(z), wvjex.

iv) tje F(c), wvjeuy.

RESENI.
i)  Ne.
ii)  Ano.
iii)  Ano.
iv)  Ano.

Bud ¢ formule (Vz)((32)(z < = & y = z) V z # z) a dale z,y,z rizné proménné, G
binarni funkéni symbol, ¢ konstantni symbol. Uvedte, zda je term ¢ substituovatelny do ¢
za proménnou v v nasledujicich pfipadech:

i) tjeG(c,x), viey

i) tjeG(ey), viey

iii) ¢je G(e,e), wijez

iv) tjeG(z,xz), wvijez

RESENI.
i)  Ne.
ii)  Ano.
iii)  Ano.
iv) Ne.

Bud ¢ formule (Jy)(z # y) s rlznymi proménnymi z,y. Bud ¢’ vysledek ,nekorektni sub-
stituce* y do ¢ za volny vyskyt x. Bud A struktura. Uvazujme tvrzeni:
Pro kazdé e : Var — A je A = ¢'le] & A = ole(z/yle])]. (%)
i) Uvedte, zda (@) plati pro A = (N, +), kde + je s¢itani piirozenych ¢&isel.
ii)  Uvedte, zda () plati pro A = ({0}, R), kde R = {(0,0)}.
iii) Préavé pro které modely A = (A) plati &)?

RESEN{.
i)  Ne.
ii)  Ano.

iii) Pravé pro A s A jednoprvkovym.
Instance. Varianty.




a)

b)

Necht y neni volnd ve ¢ a je substituovatelnd za = do ¢, ¢’ je p(z/y). Zjistéte, zda ¢’ (y/z)
je . Zdiuvodnéte odpovéd.

RESEN{. Oba piedpoklady dohromady zarucuji, Ze volny vyskyt y ve ¢ je pravé tam, kde je
volny vyskyt x v . Tedy x je substituovatelné za y do ¢’ a také rovnost obou uvazovanych
formuli plati.

Budte x,y, z, u rizné proménné, @ kvantifikator. Odpovézte a zdtivodnéte, zda v nasleduji-
cich piipadech plati: ¥ je varianta ¢.

) pje @)z <yVv(F)(z=y&z#1)),Yje(Qe)(z<yV (I)(z=y&z+#2))

i) ¢je(Qu)(z<yV(Vz)(z=y&z#2)),¢je(Qy)(y<yV (Vz2)(z=y &z #y))
i) pe (Qu)(r <y v Bz =y &z £ ) be (Quu<yV (B)(z=y & = £ u)
RESEN{.

i) Ne. z neni substituovatelné za z do x <y V (32)(z = y & z # x).

ii)  Ne. y je volna ve .

iii)  Ano. u neni volna ve ¢ a je substituovatelnd za  do x <y VvV (32)(z =y & z # x).
Bud P unérni predikatovy symbol,

¢ formule (Fy)(y==x) & P(z), ¢ formule (Jy)(y =vy) & P(y).

i)  Je (V)¢ varianta (Vz)p?

ii)  Je x substituovatelné do ¢’ za y?

iii) Je ¢ rovno ¢'(y/x)?

iv) Jeb o<+ ¢(y/x)?

RESEN{.
i) Ne.
ii)  Ano.

iii)  Ne. ¢'(y/x) je CGy)(y =y) & P(x).
iv) Ano. Je - (Fy)(y = z) Jy)(y = y), protoze obé formule z ekvivalence jsou
dokazatelné. Odtud + (Fy)(y = =) & P(x) <> (Fy)(y = y) & P(x).

E.2.4. Vlastnosti platnosti ve strukture.

1

2)

Indukci dokazte, Ze hodnota H“(yp,e) formule ¢ v A pii ohodnoceni e nezavisi na e,
nevyskytuje-li se ve ¢ zaddné promeénna.

RESEN{. Je-li ¢ atomickd formule, jasné to plati, nebot hodnota termu ¢ bez promén-
nych nezavisi na ohodnoceni (coz snadno plyne indukei). Déle uzivame ziejmého faktu, Ze
nevyskytuje-li se ve ¢ zaddna proménnd, nevyskytuje se ani v podformuli formule ¢. Indukéni
krok pro spojky: Bud ¢ tvaru =g a pro @g necht to plati. Je H4(p,e) = —1 HA(po, €), tedy
dle indukéniho predpokladu pravé strana nezavisi na e a tvrzeni tedy plati. Bud ¢ tvaru
0o — 1. Pak HA(p,e) = HA(pg,e) —1 H”(¢1,€) a dle indukéniho piedpokladu prava
strana nezavisi na e a tvrzeni tedy plati. Indukéni krok pro V,: Bud ¢ tvaru (Vz)pg. Je
HA(p,e) = min{ H4 (g, e(z/a)); a € A}; dle indukéniho predpokladu prava strana nezavisi
na e a tvrzeni tedy plati.

Dokazte: A = ~—ple] & A | ¢le].

RESENL. A = ——ple] & —1 —1 H(p,e) =1 < H(p,e) = 1.

Dokazte: A |= (p V 9)[e] & A = ple] nebo A = [e].

RESENI. ¢ V 9 je formule —p — o, tedy: A = (p V ¥)[e] & H(—p — t,e) = 1 &
—1 (—1H(p,e), H@,e)) =1 < —1H(p,e) = 0 nebo H(¢p,e) = 1 < H(p,e) = 1 nebo
H(y,e) =1 < A= ¢le] nebo A = 1)[e].

Dokazte: A | (p & ¥)[e] & A= ple] a A = le].

RESENI. ¢ & 9 je formule —(p — ), tedy: A = (¢ & ¥)[e] & H(=(p — —¢),e) =1 &
—1(—=1 (H(p,e),—1H(¢,e))) =1 < H(p,e) =1a —1—1 HY,e) =1 H(p,e) =1a
H(p,e) =1 Al gle] a Al ylel.



d)

b)

b)

Dokazte: A |= (3z)ple] < existuje a € A s A = ple(z/a)].

RESENI. (32)¢ je formule —(Vz)—¢p, tedy: A | (Iz)¢le] & A | —(Vz)-ple] & ne [pro kazdé
a € Aje H(—p,e(z/a)) = 1] < ne [pro kazdé a € A je H(yp,e(x/a)) = 0] < existuje a € A
s H(p,e(z/a)) =1 < existuje a € A s A |= ple(z/a)].

Bud ¢ formule P(z) — (Vz)R(z), kde P, R jsou rtzné unarni rela¢ni symboly. V prévé
kterych strukturach A = (A, P4, R4) plati (3x)¢?
RESENI. Pravé kdyz P4 # A nebo R4 = A. Mame totiz
A= (3r)p < existuje a € As A= (P(z) — (Vo)R(x))[a] & PA # A nebo R4 = A.
Bud ¢ formule P(z) — (Vz)R(z), kde P, R jsou rtizné unarni rela¢ni symboly. V pravé
kterych strukturach A = (A, P4, R4) neplati ani ¢ ani —¢?
RESEN{. Pravé kdyz () # P4 # A # R4, Mame totiz:
i) A~ ¢ < existujea € As A= ¢la] < existujea € As (a € PAaRA# A) & PA £
a R4 A,
i) A [~ < Al (3r)p < existujea € As A |= (P(z) — (Vo)R(x))[a] & P4 # A nebo
RA = A.

Bud L = (p)pep jazyk bez rovnosti, pfi¢emz [P # () je neprazdnd mnozina nularnich rela¢nich
symboli. Bud P = {p,q,r} trojprvkova, A = (1,p4,¢?,r4), kde p4 = r4 =0, ¢* = {0}.
Plati A E ¢, kde ¢ je =p — (¢ = 7)?
RESENT. Ne. HA(p) = —10 —; (1 =1 0) =1 —; 0 = 0, nebot mame H*(p) = 0 = HA(r),
H4(q) = 1.
Bud L = (p),ep jazyk bez rovnosti, pfi¢emz P je neprazdnd mnozina nuldrnich rela¢nich
symbolit. Necht A = (A,p4),cp je L-struktura. Nechf ¢ je L-formule a ¢* se ziskd z ¢
vynechanim vSech kvantifikaci. Dokazte, Ze plati A = ¢ <> ¢*.
RESEN{. Bud e ohodnoceni proménnych v A. Mdme dokazat, ze A | ple] & A &= ¢*[e].
Dokézeme to indukei na L-formulich. Misto H*4 piSeme jen H.
Bud ¢ atomické. Formule ©* je ¢ a dokazované tedy plati.
Bud ¢ tvaru —gg a pro ¢g necht to plati. Jelikoz (—po)* je —(pg), mame
A= gle] & AW pole] & A pile] (dle indukéniho predpokladu)
& AE (gg)le] & A ¢"[e].
Bud ¢ tvaru ¢g — @1 a pro g, p1 nechf to plati. Jelikoz (po — ¢1)* je ¢§ — @i, mame
A= ¢le] & H(po,e) =1 H(p1,€) =1
< H(pl,e) =1 H(p}, e) = 1(dle indukéniho predpokladu)
< H(ps = vie) =1 H(p*e) =1 AE o*el.
Bud ¢ tvaru (Va)yg a necht ¢g to plati. Jelikoz ¢* je ¢f, mame
A = ple] © ming H(pg,e(x/a)) =1
< ming H(p§,e(x/a)) =1 (dle indukéniho pfedpokladu)
< H(pg,e) =1 (z neni volnd ve ¢f) & H(p*,e) =1 < A p*e].

E.2.5. Definovatelné mnozZiny.

1.
a)

b)

c)

Bud A né&jaka L-struktura. Bud ¢ néjakd L-sentence. Uréete o(T)(A") s n = 1(T).

RESENI. o(Z)(A") = 0 resp. A", kdyz A £ ¢ resp. A = .

Bud A néjakd L-struktura. Bud ¢(x) néjakd L-formule, D = ¢(x)(A'). Uréete ((V)p)(A°).
RESEN{. ((V2)p)(A°) = 0 resp. {0}, kdyz D # A resp. D = A.

Bud A néjaka L-struktura. Bud L = (P, R) jazyk, pfi¢emz P, R jsou undrni rela¢ni symboly,
A= (A, P4 RA) ngjaka L-struktura a ¢ formule P(z) — (Vo)R(x). Uréete p(z)(AL).
RESENI. p(z)(AY) = A— PAUD, kde D = ) resp. A, kdyz R4 # A resp. R4 = A. Tedy:
o(z)(A') = A — P4 resp. A, kdyz R* # A resp. R4 = A.



b)

b)

Bud A = (A, R, R{*, <?,¢,)qea struktura reprezentujici databazi, kde R{' prezentuje ta-
bulku Ry (Pocet obyv.,Mésto), R{' prezentuje tabulku R;(Mé&sto,Stat). Piitom A je tvofené
préavé polozkami z tabulek a dostate¢né velkou mnozinou p¥irozenych ¢isel. ¢, je jméno a € A,
tj. konstantni symbol s ¢ = a. Kdyz k € ANN, znacme pro piehlednost ¢, jako k. <4 je
zuZeni obvyklého mensitka mezi pfirozenymi ¢isly na A.

Napiste formuli ¢(vg,v1,...) definujici v A tabulku Q(Pocet obyv., Mésto) ze statu F.
REéENi (p(Uo,U1) je R()(U(),’Ul) & R1(U1, CF).

Napiste formuli ¢(vg,v1,...) definujici v A tabulku stétt, ve kterych je mésto alesponi
s 500000 obyvatel.

RESENI. ¢(vg) je (3z,y)(Ro(y, z) & Ri(z,v0) & 500000 < y).

Napiste formuli ¢(vg,v1,...) definujici v A tabulku stétd kromé sttt F a D, ve kterych je
mésto s vice nez dvéma miliony obyvatel.

RESENI. ¢(vo) je (3x,y)(Ro(y,x) & Ri(z,v0) & 2000001 < y & —(vo = cr) & =(vo = cp)).

Bud ¢(z,y) formule z - 2 - y + 1 = 0 jazyka okruhil. Uréete p(R?), kde R je téleso realnych
Cisel.

RESENL. o(R?) = {(£+/—1/y,9); y < 0} (,/~ je odmocnina v redlném oboru).

Bud ¢(z,y) formule z -z -y + 1 = 0 jazyka okruhti. Uréete (¢ & 0 < z)(R’?), kde R’ je
uspotradané téleso redlnych cisel.

RESENT. (p & 0 < z)(R?) = {(v/=1/y,y); y < 0} (,/~ je odmocnina v redlném oboru).
Bud ¢(z, ) formule - z-y+1 = 0 jazyka okruhti. Uréete ¢(C?), kde C je t&leso komplexnich
Cisel.

RESENE. o(C?) = {(z, —1/22); = # 0}.

Bud L = (F) jazyk s rovnosti, pficemz F je bindrni funkéni symbol. Necht A = (R, ") je
L-struktura; - je obvyklé nasobeni redlnych c¢isel. Napiste formuli v proménné z definujici
v A bez parametrt interval (0, 00).

RESENL. (3y)(F(y,y) = x) & —~(V2)(F(z,2) = ).

Bud L = (F) jazyk s rovnosti, pfi¢emz F je bindrni funkéni symbol. Necht A = (P(N), U)
je L-struktura, kde U zna¢i binarni operaci sjednoceni na podmnozinach N. Napiste for-
muli v proménné z definujici v A bez parametri mnozinu vSech nejvyse jednoprvkovych
podmnozin N.

RESENI. Je to formule (Vy, 2)(F(y,z) =2 — (y =z V 2 = 1)).

Bud L = {(c,d) jazyk s rovnosti, pfi¢emz ¢, d jsou dva konstantni symboly.

Necht A = (N, 1,0) je L-struktura. Napiste formuli v proménnych (z,y, z) definujici v A bez
parametrii mnozinu (A x {1} x A) — ({0} x A x (A —{1})).

RESENI. Je to formule y = c & ~(z =d & z # ¢).

Necht A = (R, /2, —1) je L-struktura a o(z,y) je formule x = ¢ V y = d. Vyjadiete mnozinu
D = p(z,y)(A?) pomoci mnozinovych operaci.

RESEN. D = ({V2} x R)U (R x {~1}).

E.2.6. Podstruktura, extenze, expanze, redukt struktury.

1.
a)

b)

Bud A struktura neobsahujici Zddnou funkci ani konstantu. Kolik podstruktur méa A?
RESEN{. Kazd4 neprazdna podmnozina A je univerzem podstruktury A, tedy je jich 2141 —1.
Kolik je podstruktur struktury (Q, <) (kde < je obvyklé usporadani mnoziny Q racionalnich
¢isel?

RESEN{. Kazd4 neprazdnad podmnozina Q je univerzem podstruktury (Q, <), tedy jich je
kontinuum.
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c)

d)

b)

Kolik podstruktur ma standardni model N = (N, S, +, -, 0, <) pfirozengch ¢isel.

RESENT. Pravé jednu, nebot podstruktura N obsahuje pro kazdé n € N kazdé S---S0, S
aplikovano n-krat, coz je n.

Obsahuje téleso Q = (Q, +, —, -, 0, 1) racionalnich ¢isel néjakou kone¢nou podstrukturu?
RESEN{. Ne. Kazda podstruktura Q obsahuje pro n € N prvek nl = 1+---+1, + aplikovano
(n — 1)-kréat, coz je n.

Bud A vektorovy prostor koneéné dimenze k nad redlnymi ¢isly. Kolik podstruktur ma A?
RESEN{. Jednu, je-li dimenze A nula, dvé, je-li dimenze A jedna a kontinuum jinak, nebot
pak existuje kontinuum podprostorti v kazdé dimenzi 1,2,...,k — 1.

Bud A= (A,+,—,0,7r)r vektorovy prostor nad R, B = (A, +, —,0). Kterd tvrzeni plati?
i) B je podstruktura A.
ii) A je expanze B.
ili) A je extenze B.
iv)  Existuji pravé dva redukty struktury .4, které jsou grupami.
RESENI.
i) Neplati. Jde o struktury rtizné signatury.
ii) Plati. A je expanze B o unarni funkce r, r € R.
iii) Neplati. Jde o struktury riizné signatury.
iv)  Plati. Jedinymi redukty, které jsou grupou, jsou B a (A, +,0,r), kde r je ndsobeni
skaldrem —1.
Existuje expanze télesa komplexnich ¢isel o binarni relaci < tak, ze v ni plati nasledujici?
< je ostré linearni uspoirddani s 0 < 1,
r<dy=-y<—z, z<yaldz=z-2<Yy:=z
RESENI. Neexistuje. Piedpokladejme totiz, Ze <I ma pozadované vlastnosti. Kdyz 0 < 4, tak
0<¢-i=—1-spor. Kdyz i <0, tak 0 << —¢ a mame 0 << —¢ - —¢ = —1 — spor.

E.2.7. Elementarni problematika modela teorii.

1.
a)

f)

Existuje spocetny model teorie T' vektorovych prostort nad télesem realnych ¢isel?
RESEN{. Ne. Je-li A |= T obsahujici nenulovy prvek a, je zobrazeni h : R — A, kde h(r) = ra,
prosté, tudiz |R| < |A|. R je nespocetnd mnoZina, tedy A je nutné nespocetna.

Je kazda podstruktura télesa Q = (Q, +, —, -, 0, 1) racionalnich ¢isel téleso?

RESENI. Ne. Napi. podstruktura QI Z neni téleso.

Je kazda podstruktura modelu A teorie DeLLO modelem teorie DeLO?

RESENT. Ne. Napi. podstruktura, vznikla vynechdnim né&jakého otevieného nekonecného
intervalu s koncem v A neni model DeL.O.

Je kazda podstruktura modelu A teorie DiLO modelem teorie DiLO?

RESENI. Ne. Napi. koneéné podstruktura modelu .4 neni model DiLO.

Je kazda podstruktura modelu A teorie BA modelem teorie BA?

RESENI. Ano. Teorie BA je axiomatizovana bezkvantifikitorovymi formulemi.

Je kazda podstruktura modelu A teorie VS(F') vektorovych prostort nad télesem F modelem
teorie VS(F')?

RESEN{. Ano. Teorie VS(F) je axiomatizovana bezkvantifikdtorovymi formulemi.

Je kazda podstruktura modelu A teorie aBA atomérnich Booleovych algeber modelem teorie
aBA?

RESENI. Ne. Napf. potencni algebra ™2 je atomarni, jeji podalgebra s univerzem tvofenym
funkcemi s néjakou nenulovou periodou p € N, tj. algebra C__, neni atomarni (je bezato-
marni).

o)



a)

b)

d)

b)
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Necht kazdy axiom teorie T je atomickd formule. M4 T model?

RESENI. Ano. M4 jisté jednoprvkovy model, nebot v jednoprvkové L(T)-struktuie s R4 =
A2*(B) pro kazdy mimologicky relaéni symbol jazyka L(T), kazda atomické formule plati.
Necht kazdy axiom teorie T je atomickd formule. Musi mit T alespoti dvouprvkovy model?
RESEN{. Ne. Napt. T = {F(vg) = v1}, kde F je unarni funkéni symbol, m4 jen jednoprvkové
modely.

Necht kazdy axiom teorie T' je atomickd formule tvaru R(to,...,t,—1), kde Zadny term ¢;
neni proménnd a R miZe byt =. Bud A # (). Existuje model teorie T' s univerzem A?
RESENI. Ano. Bud totiz b € A pevné. Bud A struktura s univerzem A, s R4 = A* () pro
kazdj mimologicky rela¢ni symbol jazyka L(T) as F4 = A*() x {b} pro kazdy mimologicky
funkéni symbol jazyka L(T). Pak A |= T, nebot pro kazdé e : Var — A je t4[e] = b a tedy
RA(tg'[e], . .. ) plati pro kazdy mimologicky rela¢ni symbol jazyka L(T) a termy to, . . ..
Popiste vSechny modely teorie T' v jazyce (F') s rovnosti, pficemz F je undrni funkéni symbol
a axiomatika T je {F(vg) = v1}.

RESEN{. Jsou to pravé struktury (A,Id,) s jednoprvkovym A.

Bud L = (R) jazyk s rovnosti, pfi¢emz R je n-arni rela¢ni symbol. Pro kterd n jsou pravé 2
spocetné elementarné neekvivalentni L-struktury.
RESENI. Pravé pron = 0. Pro n > 0 mame napf. tyto 3 elementarné neekvivalentni spocetné
L-struktury: (N, 0), (N,N™), (N, {(0,0,...,0)}).
Bud L = (R) jazyk s rovnosti, pfi¢emz R je n-arni rela¢ni symbol a T' bud’ L-teorie s rovnosti
s jedinym axiomem:

(3.130, [N ,mn_1)<_|R(Z‘0, ce ,xn_l) & (\V/y()7 RN 7yn—1)(_‘R(y0> ce 7yn—1) — /\i<n Ty = yz))
Kolik m4 T neizomorfnich modeli na dané alespofi n prvkové mnozing A # ()7
RESEN{. Pravé B(n), kde B(n) je n-té Bellovo ¢islo, udévajici pocet rozkladt n-prvkové
mnoziny. Pro A = (4, R*) = T bud d* € A" jediny prvek, nepatiici do R4 a E4 = {(i,j) €
nxn;d =d'}. Bud B= (B,RP) =T s B = A. Ziejmé A= B & E, = Ep. Protoze na
n je B(n) rozkladi, jsme hotovi.

E.2.8. Izomorfizmus struktur.

1.

a)

b)

Jazyk jedné unarni relace.

Bud L = (U) jazyk s rovnosti, pfiemz U je unérni rela¢ni symbol.

Budte A, B spocetné modely jazyka L. Pravé kdy je A = B?

RESENI. Pravé kdyz |U4| = |UP| a |A - U4| = |B - UP|.

Bud A spocetny model jazyka L. Pravé kolik je riznych podstruktur A, izomorfnich s A7
RESEN{. Pravé kontinuum. Alesponi jedna z mnozin U4, A—U* je totiz spocetné a kazd4 jeji
spocetna podmnozina urcuje néjakou podstrukturu A, izomorfni s A. Takovych podmnoZin
je kontinuum, tudiz uvazovanych podstruktur je alespon kontinuum a tedy kontinuum, nebot
je jich nejvyse kontinuum.

Lineérni usporadéni.

Prave kolik automorfizmi ma koneény model teorie linearniho usporadani.

RESENI. Pravé jeden. Plyne to jasné indukei podle poétu prvkii univerza.

Pravé kolik automorfizmti mé usporadéani (N, <) pfirozenych ¢isel?

RESEN{. Pravé jeden. Je-li h automorfizmus (N, <), indukei plyne, Ze h(n) = n.

Pravé kolik automorfizmi mé uspofadani (Z, <) celych ¢isel?

RESEN{. Pravé spocetné mnoho. Kazdé zobrazeni {(a,b)}, kde a,b € Z, lze jednozna¢né
rozsifit do automorfizmu (Z, <).
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d)

b)

f)

Pravé kolik automorfizmti mé usporadéani (Q, <) racionalnich ¢isel?

RESEN. Pr4vé kontinuum. Pro f € ™2, tj. f : N — {0,1}, bud hy : Q — Q definovana takto:
hy je identita na intervalu (—oo,0) a na intervalu [i,7 + 1), pokud f(i) = 0 a je to funkce
g(z) = i+ (r —i)? na intervalu [i,i+ 1), pokud f(i) = 1. Je to funkce rostouci, zobrazujici Q
na Q, tedy i automorfizmus (Q, <). Zobrazeni f — h; je prosté zobrazeni. Protoze velikost
8 je kontinuum, je uvaZovanych automorfizmt alespori kontinuum; jelikoZ jich je zaroveii
nejvyse kontinuum, jsme hotovi.

Teorie hustého linedrniho uspoiadéni.

Teorie hustého linedrniho uspofadani se znac¢i DeLO*, jeji extenze DeL.O o axiom ,neexistuje
ani nejmensi ani nejvétsi prvek® je teorie hustého linedrniho usporadani bez konct.

Kazdé dva spocetné modely teorie DeLO, jsou izomorfni. Dokazte.

RESEN{. Necht A, B jsou spodetné modely DeLO. Je-li h C A x B koneéné zobrazeni takové,
Ze

a,b € dom(h) = a <* b h(a) <P h(b), (1)
existuje pro kazdé a € A né&jaké b € B tak, ze pro b’ = hU {(a,b)} plati () s h’ misto h;
fikdme, ze h’ je bezprostiedni rozsifeni h do a. Bud (a, )y resp. (b,)n prosté ocislovini A
resp. B. Vychazejice z h = () miiZeme nyni indukei pfes N sestrojit metodou cik-cak a uzitim
poznatku o bezprostfednim rozsifeni hledany izomorfizmus.
Praveé kdy jsou dva spocetné modely teorie DeLO™ hustého spocetného linedrniho usporadani
izomorfni? Néavod: Kazdé dva spocetné modely teorie DeLLO jsou izomorfni.
RESEN{. Pravé kdy? oba maji zaroveii nejvétsi resp. nejmensi prvek. To plyne z faktu, Ze
kazdé dva spocetné modely teorie DeLO jsou izomorfni.
Bud A spocetny model teorie DeLO, X C A konefnd mnoZina. Je A = Al (A — X)?
RESENT. Ano. Al (A — X) je spocetny model DeLO.
Bud T extenze teorie DeLLO o konstantni symbol ¢ a z4dné nové mimologické axiomy. Jsou
kazdé dva spocetné modely teorie T' izomorfni?
REéENi Ano Necht A, B jsou spoéetné modely T Vychézejice z h = {( A ¢B)} mizeme
dalsi jeden prvek, sestrojit hledany izomorfizmus.
Bud T extenze teorie DeLLO o dva konstantni symboly ¢, d a zddné nové mimologické axiomy.
Jsou kazdé dva spocetné modely teorie T' izomorfni?
RESEN{. Ne. Plati-li v jednom modelu ¢ # d a v jiném ¢ = d, nemohou byt izomorfni.
Ktera tvrzeni plati?
i) A= (R, <) je model DeLO.
ii) B=(R-{0},<) je model DeLO.
i) A=B.
RESEN{.
i)  Plati. Je to model hustého linedrniho uspofddani bez konci.
ii)  Plati. Je to model hustého linedrniho usporadani bez konct.
iii) Neplati. Omezend mnozina X = {a € R; a < 0} nemd v B supremum. Kdyby
existoval izomorfizmus h struktury B a A, byl by obraz h[X] omezend mnoZina
kterd neméa supremum. Avsak v A ma kazda omezend mnozina supremum — spor.

Pricitani jednicky — struktury J (0).

J(0) = (Jn,Sn, (0,0)) je struktura pro jazyk (S,0), pficemz n € N nebon = w a

= ({0} xN)UlUpcicn({i} xZ) pron €N, Jo, = ({0} x N) UUpsen({i} X Z).
Sn((i,a)) = (i,a+1).
Pron <mjeJ (0)#J (0). Dokazte.
RESENL. Bud h izomorfizmus J L(0)al (O); ozna¢me h({(i,0)) jako (i*,i(0)). Nutné pro
i,j<nsi#jjei* #j*. (Jlnak totiz i* = j* a (bez Gjmy na obecnosti) z( ) < 4(0), tudiz
i Sk(h((i,0))) = h({j,0)) pro n&jaké k > 0 piirozené; aviak neni S¥((i,0)) = (4,0).) Tudiz
n < m. Ze stejnych divodid je m < n.
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Existuje vlastni podstruktura struktury J (0), izomorfni s J _(0)?

RESENT. Ano. Napi. J (0)] B, kde B = ({0} x N)UU, _;,,({2i} x Z).

Existuje podstruktura struktury J (0), kterd neni izomorfni s Zédnou strukturou J (0),
n € NU{w}?

RESENI. Ano. Napt. podstruktura B s univerzem B = ({0} x N) U ({1} x {a € Z; a > 0}).
V B jsou 2 prvky bez piedchiidce, avsak v J_(0); tedy J_(0)  B.

Bud n € N. Prévé kolik automorfizmt mé J (0)?

RESENI. Pravé spocetné. Kazdy uvazovany automorfizmus je dan permutaci mnoziny
1,2,...n a automorfizmem (Z,S); téch je spocetné. Jde tedy o velikost mnoZiny ziskané
sjednocenim n! spocetnych mnozin a takovd mnozina méa velikost spocetnou.

Vektorové prostory.

Praveé kdy jsou dva vektorové prostory nad tymz télesem izomorfni?

RESEN{. Pravé kdyz maji tuté dimenzi. Izomorfizmus totiz pfevede bazi na bézi. Naopak
jednoznac¢né zobrazeni baze jednoho prostoru na bazi druhého lze pomoci linearnich kombi-
naci jednoznac¢né rozsifit do izomorfizmu uvazovanych prostoru.

Praveé kolik je az na izomorfizmus spocetnych modeli teorie vektorovych prostort nad télesem
raciondalnich ¢isel?

RESEN{. Pravé spocetné mnoho. Jsou v jednoznaéné korespondenci s moznymi dimenzemi,
coz jsou Cisla z N a jesté spocetna velikost; je jich celkem spocetné.

Praveé kolik je az na izomorfizmus podstruktur vektorového prostoru nad danym télesem,
ktery ma dimenzi n € N

RESENI. Pravé n + 1. Pravé tolik je dimenzi podprostorti uvazovaného prostoru.

E.2.9. Generované podstruktury.

Podstruktura struktury A, generovand mnozinou X C A se zna¢i A(X). Je-li X = {aog,...,an},
pise se také A(ag,...,a,) misto A(X).

1.

a)

b)

2.
a)

b)

Bud A = VS(F), kde F je téleso.

Popiste A(0).

RESEN{. A(0) je podprostor vektorového prostoru A dimenze 0; ma univerzum {0}.
Bud X C A nezdvisld mnozZina vektort. Popiste A(X).

RESENT. A(X) je podprostor vektorového prostoru A s bazi X.

Bud N standardni model aritmetiky, a € N. Popiste N{a).
RESEN{. N(a) = N. Je 0 v univerzu struktury N(a) a tedy pro n € N je n = S™0 v univerzu
struktury N{a).
Bud1l<ne&N.
i)  Popiste univerzum A struktury A =J (0){a), kde a = (1,0).
ii) Je A model SC;?
RESEN].
i) A=({0} xN)uU ({1} x N).
ii) Ne. Prvek (1,0) neni tvaru Sa v A.
Bud2<neN,0<meN.
i)  Popiste univerzum A struktury A =K (0){(a), kde a = (2,0).
ii) Je A model SC;?
RESEN{.
) A= ({0} x N)U ({2}  Zun).
ii)  Ano.
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E.2.10. Struktura (R,|_|).

Bud L = (F) jazyk s rovnosti, pfi¢emz F' je unarni funkéni symbol. Bud A = (R, ||) struktura
pro L, kde R jsou redlna ¢isla a || absolutni hodnota na R.

1. Definovatelné mnoziny

a) Existuje formule v proménné x definujici v A bez parametrt interval (—oo, 0) redlngch ¢isel.
RESENI. Ano. Je to formule z # F(x) a také (Vy)(z # F(y)).
b) Existuje formule v proménné z definujici v A bez parametrtt mnozinu {0}?
RESEN{. Ano. Je to formule x = F(x) & (Vy # x)(z # F(y)) a také (3=1y)(x = F(y)).
c) Existuje formule v proménné z definujici v A bez parametrt interval (0, 00)?
RESENL. Ano. Je to formule (3_ay)(z = F(y)).
d) Napiste formuli p(z,y) definujici v A bez parametrt dvojrozmérny interval
[0,00) x (—00,0).
RESENI. ¢(z,v) je » = F(x) & (y # F(y).
2. Podstruktury.
a) Bud () # B C R. Pravé kdy je B univerzum podstruktury A?
RESENI. Pravé kdyz
a€Baa<0= —ac€ B,
pravé tehdy je totiz B uzavieno na ||.
b) Bud ) # B C {a € R; a > 0}. Plati A= A| B?
RESENI. Ne. V A plati (3z)(z # F(x)), aviak v A| B nikoli.
c) Bud 0 < r € R, By interval [0,r) redlnych ¢&isel, By interval (—r,r) redlnych ¢&isel. Plati
RESEN{. Ne. Sentence (Vz)(x = F(x)) plati v A[ By, neplati v Al B;.
3. Automorfizmy.
a) Bud h automorfizmus A. Dokazte, Ze plati:
i) h prosté zobrazuje intervalu [0, co) redlnych ¢isel na sebe (a tedy (—oo,0) na sebe).

i)  h(0) =0,
iii)  h(—a) = —h(a) pro a > 0.
RESEN{.

i)  Proa > 0je h(a) = h(la]) = |h(a))| > 0. Tedy h prosté zobrazuje [0,c0) do
sebe. Také viak na [0,00), nebot pro a € [0,00) je b = h™1(a) € [0,00) (diky jiz
dokézanému a tomu, ze h~! je automorfizmus A) a a = h(b).

ii) Kdyz h(a) =0, je a > 0 a tedy uzitim i) mame

0 = h(a) = h(|—al) = [h(—a)] = —h(—a);
nutné tedy a = 0.
iii) Proa >0 je
h(a) = h(]—a|) = |h(—a)| (nebot h je izomorfizmus) = —h(—a) (nebot h(—a) < 0).
b) Necht h : R — R zobrazuje prosté interval (0,00) redlnych ¢isel na sebe, h(0) = 0 a pro
a >0 je h(—a) = —h(a). Pak je h automorfizmus A. Dokazte to.
RESEN{. Zobrazeni h je prosté a na R. Zbyva dokazat, Ze pro kazdé a € R plati: h(|a|) =
|h(a)|. Pro a > 0 to je jasné. Pro a < 0 tvaru —b méme h(|a|) = h(|-b]) = h(b) = —h(-D) =
|h(—b)| diky tomu, Ze h(—b) < 0.
¢) Mnozina D C R bud neprdzdna a definovana v A bez parametri. Dokazte, ze D je sjedno-
cenim nékterych z téchto 3 mnozin:
interval (—o0,0), {0}, interval (0, c0).
RESENI. Bud D C R definovatelné v A bez parametrt. Plati: pro kazdé (¢ > 0 a b > 0)
resp. (a < 0 a b < 0) existuje automorfizmus h struktury A s h(a) = b. Tudiz: obsahuje-li D
prvek a > 0, je (0,00) C D, obsahuje-li D prvek a < 0, je (—00,0) C D. Odtud plyne ihned
tvrzeni.



15

E.2.11. Pricitani jednicky; teorie SC;, SCo.
Teorie SC je v jazyce (S,0) s rovnosti, pfi¢emz S je nuldrni funkéni symbol, 0 je konstantni sym-
bol a jeji axiomy jsou:
(Ql) 0#8Sz, (Q2) Sz=Sy—xz=y, (Q7) z#0— (Jy)(Sy=na).
Teorie SCy (naslednika s nulou) je extenze SC; o schema {x # S™z; 0 < m € N}.
1.
a) Budn € N. Plati J (0) =SCy U{z # S™z; 0 <m € N}?
RESEN{. Ano.
b) Budn € N, 0 <m € N. Plati K'(0) = SCy U {z = S™z} U{x # S'z; 0 < i < m}?
RESENT. Ne. KI'(0) F~ (z = S™x)[{0} x 0].
2.
a) Bud 0 < n € N, 0 < m € N. Existuje podstruktura struktury K" (0), ktera je modelem SCy?
RESENI. Ano. Je to podstruktura K{'(0) (= J,(0) = (N, S,0)).
b) Bud0<n €N, 0<m e N. Je Jo(0) definovatelné v K" (0) bez parametra?
RESEN{. Ano. Formuli x # S™z.

E.2.12. Modely teorii UFO a CE,.
1. UFO.

i)  Popiste teorii UFO™ s 0 < m € N.

ii)  Uvedte model teorie UFO'® velikosti 112.

iii) Uvedte model teorie UFO? velikosti 1000.
RESENI.

i)  UFO™ je v jazyce (F) s rovnosti a undrnim funkénim symbolem F'. Axiomy jsou:

F™(z) =z, Fi(z) # 2 pro 0 < i < m.
i) 0.
iii) Neexistuje, nebot velikost kone¢ného modelu UFO™ je délitelnd m pro 0 < m € N.
b) Uvedte, jak néjaky model teorie UFO™ urcéuje graf, ktery je orientovanou kruznici délky .

RESENE. Q' = (A, F) uréuje uvazovany graf jako (A, R), kde R(a,b) < F(a) = b pro a € A.

i)  Popiste teorii UFO,,, s 0 < m € N.
ii) Je O®+0° = UFOg?
iii) M4 UFOg model kazdé nenulové velikosti x?

RESENI.
i)  UFO,, je v jazyce (F) s rovnosti a unarnim funkénim symbolem F. Axiomatika:
F™(z) = .
ii)  Ano.

iii)  Ano. M4 model Qi, ktery je velikosti k.
d) Bud T extenze teorie UFO;5 o axiom F(z) # .
i) Uréete vSechna k s 0 < k < 10 takova, Ze T' nema model velikosti k.
ii) Jsou kazdé dva modely teorie T velikosti 18 elementarné ekvivalentni?
RESEN{.
) 1,2,4,7, nebot T mé model kone¢né velikosti, pravé kdyz je tato tvaru 3i + 55 pro
néjaka i, 7 € N.
ii) Ne. Modely Q15 + Q3 a Qg teorie T' maji velikost 18, nejsou elementarné ekviva-

1

lentni. V prvém neplati (Va)(F3(x) = z), ve druhém to plati.
2. Teorie CE,,.

Je to prazdna teorie v jazyce (¢;)ic., s rovnosti, kde ¢; jsou konstantni symboly.
Bud T teorie CE,,.
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a)

b)

Pomoci vhodnych ekvivalenci na N vyjadiete, pravé kdy jsou dva modely A, B teorie T
velikosti 2 izomorfni a urcete 1(2, T').

RESENT. Bud Ea = {(i,j); ¢! = ¢ } ekvivalence na N s nejvySe dvéma faktory. Pak
A B & E4 = Ep. Protoze ekvivalenci na N s nejvyse dvéma faktory je pravé kontinuum
2 je I(2,T) = 2¢.

Bud A =T, |A| = 2. Kolik je modelt B=T s B = A, 1zom0rfn1ch s A?

RESEN. Pravé 2. Je A = B & E4 = Ep, kde Ex = {(i,j); ¢! = ¢i' } je ekvivalence na
N s nejvyse dvéma faktory. Struktura B = (B, ¢; >zeN s BFp = EA je urCend pravé néjakym
prostym zobrazenim f : N/E4 — B, a to takto: ¢Z = f(i/FE4). Zobrazeni f jsou pravé dvé,
tudiz uvazované B jsou pravé dvé.

Bud 7" jednoduché extenze teorie T' o axiomy ¢; # ¢; s @ < j € N. Uréete I(w, T).

RESEN. I(w,T) = w. Jsou-li A, B spocetné modely teorie 77, ziejmé A = B &
|A —{c?; i € N}| =|B — {cP; i € N}| a nejvyse spocetnych velikosti je pravé spocetné.

E.2.13. Elementarni podstruktury.

1.
a)

b)

<)

b)

d)

BudA<BET.Je AET?
RESEN{. Ano, nebot specialné A = B.
Bud AC B, A= B. Je A< B?
RESEN{. Ne. Bud A = (A, <), B = (B <), kde A resp. B je realny interval [1/2,1) resp.
[0,1) a < obvyklé uspofaddani na ném. Pak A C B, A = B, ale neni A < B.
Bud A C B, As = By. Je pak A < B? (Ax je expanze A o jména prvka z X pro X C A.)
RESEN{. Ano. Pro formuli (%) jazyka L struktury A a @ € A'® méame:
A plal & Aa | ¢(a) < Ba | ¢(a) & B = ¢lal.
Pfitom prvou a tfeti < dava tvrzeni o jménech, druhou < pak predpoklad A4 = By4.

Bud A= (N,<),0<neN, B=A[(N—-n). Kterd tvrzeni plati:

i) A= B.
i) B<A
RESENI.
i)  Ano. Viai+—i+nproi e N.

ii) Ne. n je nejmensi v B, nikoli vSak v A.
Bud A= (3,R) s R ={(0,1),(0,2)} t¥iprvkovy graf s orientaci bez smyéek, B = A[ {0, 1}.
Je B < A?
RESENI. Ne. V A plati ,existuji dva r@izné prvky nespojené hranou“, coz neplati v B; tedy
A # B a tedy neni B < A.
Bud A C (QU {—o0}, <), A= DeLO™. Je A elementarni postruktura (Q U {—oo}, <)?
RESEN{. Nemusi byt. Napt. neni s A = {a € Q; 0 < a}, nebot 0 je nejmensi v A, nikoli vSak
v (QU {—00}, <).
Existuje podstruktura A struktury B = (Q U {+o0}, <), kterd je elementarné ekvivalentni
s B a neni to elementarni podstruktura 57
RESEN{. Ano. Napt. kdyz A je interval (0, 1], metodou cik-cak snadno prokazeme, ze A = B.
Neni vsak A < B, nebot prvek 1 je nejvétsi v A, nikoli vsak v B.



17

Témata.
Elementéarni teorie dokazovani.
Normalni tvary a modely vyroku.
Pocty neekvivalentnich pravdivych a 1zivych vyroki nad kone¢né prvovyroky.
Vyrokové spojky a jejich vlastnosti.
Pocty neekvivalentnich teorii nad konecné prvovyroky.
Axiomatizovatelnost.
Rezoluce.

Konvence.

P znaél mnozinu prvovyroki, p, q,r pfipadné s indexy pak prvovyroky. Je-li P = {po,p1,...},
zapisujeme v € "2 té7 jako (v(po),v(p1),...). Tudiz napt. kdyz P = {p, ¢}, jsou v takovém zapise
prvky 2 pravé (0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

E.3.1. Elementarni teorie dokazovani.

1.
a) Dokazte T o — (¢ = x) = THF 1 — (¢ = x) pomoci véty o dedukei.
RESEN{. Véta o dedukciz TF ¢ — (¥ — x) dA T U{p, ¥} F xapaki T F ¥ — (o — x).
b) Dokazte - ¢ — (- — ) jen pomoci véty o dedukei.
RESEN{. F —p — (=) — =) dle (PL1), z véty o dedukci ~¢ = =) — =p. Odtud, uzitim
(PL3) a modus ponens ziskdme —p F ¢ — ¢ a uzitim véty o dedukei {p, ¢} F ¢ a odtud
uzitim véty o dedukeci o F - — ¥ a b o — (mp — P).

a) Necht T, - =(¢p = ). Plati T+ ?
RESEN{. Ano. —(¢p — %) je spor (nebot - 1 — ), tudiz T, —¢ je spornéa a dle tvrzeni o
diikazu sporem je T - .

b) Necht Tt/ ¢. Je T, ~¢ bezesporna?
RESENI. Ano. Plyne to ihned z tvrzeni o diikazu sporem: T, = je sporna < T - .

E.3.2. Normalni tvary a modely vyroku.

1.
a) Bud P = {p,q,r} trojprvkovd mnozina vSech prvovyrokt a x vyrok
(p VvV —q) & (r—p).
i) Ekvivalentnimi tpravami najdéte DNF a CNF vyroku x.
ii) Najdéte —MF(y).
iii) Pomoci —MF () najdéte CNF vyroku .
RESEN{.
) x~@V-q &V -r)dky (r—p)~@V-r). (V-9 &(pV-rje CNF
vyroku y. Vytknutim p ziskdme y ~ p V (¢ & —r) a madme DNF vyroku x.
ii)  Napi. pomoci DNF vyroku x vidime, ze v € —MF(x) < v(p) =0 a (v(q) = 1 nebo
v(r) = 1), tedy —MF(x) = {(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1)}.
iii) Obecnéje A\,c_r Vper p~1(P) konjunktivné normalni forma vyroku ¢ nad P, kde
—K = — MP(p). Hledand CNF je tedy
(pVegVv-r)&(pV-qVr)&(pV-qV-r).
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b) Bud P = {p,q,r} trojprvkovd mnoZina vSech prvovyrokt a x vyrok
=) & (p—q) &
i) Ekvivalentnimi upravami najdéte DNF vyroku y.
ii)  Najdéte mnozinu M®(x).
iii)  Kolik modelt nad étyiprvkovou mnozinou {p, ¢, r, s} prvovyrokt ma x?
RESEN{.
i)  DNF vyroku x je (p & —q & ) V (—p & q & r). Postup nalezeni:
P=-&(p=>q&r ~ (pVv-g&pVekr
~ (Vv —q)&p) vV ((pV g &q)) &r
~ (p&—q)V(p&q)&r ~ (p&koq&r)v(-p&kqlkr)
Uzilo se tvrzeni o ekvivalenci a ,booleovska pravidla®.
ii) MP(X) = {<1’051>7<071’1>}'
iii) Prave 4. Ziskaji se z modeltt z MF () libovolnym rozsifenim hodnotou 0 & 1 do s.
c) Bud P = {p,q,r} trojprvkovd mnozina vSech prvovyrokt a y vyrok
“p&q)&(pVva &r.
i) Ekvivalentnimi tipravami najdéte DNF vyroku y.
ii)  Najdéte mnozinu M®(x).
iii) Kolik je neekvivalentnich vyrokt nad P, pravdivych v {x}?
RESENT.
i)  DNF vyroku y je (p& ~q & 1)V (-p & q & 7).
ii) MP(X) ={(1,0,1),(0,1,1)}.
iii) 22°-2 = 26 = 64. To plyne z tvrzeni, Ze pro P koneéné je pocet neekvivalentnich

virokt P-teorie T roven 22" ~IM(T)I,

E.3.3. Pocty neekvivalentnich pravdivych a lZivych vyroku nad kone¢éné prvovyroky.

1.
Bud |P| = pfirozené nenulové.

a) Kolik je nekvivalentnich vyrokt nad P?
RESENI. 22'. Pro ¢,1) € VFp je ¢ ~ 1h < M(p) = M(¢)) a pro kazdé K C B2 existuje virok ¢
nad P s M(p) = K. Tudiz neekvivalentnich vyrokd nad P je pravé tolik, kolik je podmnozin
B, tj. je jich 22".

b) Dokazte: P-teorie T mé pravé 22'=IM(D)| peekvivalentnich pravdivych a také tolik lzivych
vyrokd.
RESENL. Pro ¢ € VFp je T = ¢ & M(T) C M(p). Tudiz je pravé tolik neekvivalentnich
pravdivych vyrokt teorie T, kolik je podmnozin mnoziny 2 —M(T) a téch je 92 =M(T) | Tzivé
vyroky jsou negace pravdivych, tedy jich je stejné.

Bud |P| = [ pfirozené nenulové.

a) Bud ¢ € VFp. Kolik je neekvivalentnich vyroki ¢ € VFp takovych, Ze ¢ = 1 nebo 9 | ¢?
RESENE. 2™ 4 22'=™ kde m = |M(¢p)|. Je to podet mnozin K = M()) C B takovych, 7e
K C M(gp) (pro ¢ [= ¢) nebo M(p) € K (pro ¢ = ).

b) Bud {¢, ¢} C VFp a {¢, 1} nema model. Kolik je neekvivalentnich pravdivych vyroki teorie
{eVvy}?
RESEN. 22 ~(IM@HMWD _Je totiz [M(p V )| = [M(p) UM(%)| = [M(¢)|+|M(%)|; posledni
rovnost plyne z M(p) N M(y) = M(p & ¢) = 0.
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E.3.4. Vyrokové spojky a jejich vlastnosti.

1.

a)

b)

b)

b)

Vyluéna disjunkce ¢ili XOR.
Viylucénd disjunkce (XOR) ¢ = ¢ je logickd spojka zavedand jako zkratka za
(¢ & =) vV (¥ & —¢).

Necht ~ znadi sémantickou ekvivalenci vyrokt. Zduvodnéte:

) e=v~9p e
i) @ (o V) & (&) ~ (0 V1) & (o V ).
RESEN{. Vztahy plynou z definice — a z booleovskych pravidel.
Zdtvodnéte:

) EFe-@=x) e (e-v¥)-x

i) Mg —p)="2

iii) MFP(p =) =0.
RESEN{.

i) Plyne to propoc¢tenim pravdivostnich hodnot.

i) Mg = ) = MY(p & ) UM (= & ) = MF () UM (=) = 2.

i) MP(p =) =MF(p & =) UMF(=p & ) =0 U D = 0.
Dualita V a &. Vyroky jen se spojkami V, &, —.
Dudlni vijrok p* k vyroku ¢, zapsanému jen pomoci —, V, &, se ziské z ¢ nahrazenim kazdého
vyskytu prvovyroku v ném jeho negaci a zaménou V a &. DokazZte:
) E < o
RESENI. Kazdy uvazovany vyrok ¢ je pravé vyraz V dany induktivni definici: Kazdy prvo-
vyrok je vyraz V. Jsou-li 6,60’ vyrazy V jsou jimii —6. 8V @', 6 & €. Tvrzeni plyne indukci
na vyrazech V. Je-li ¢ prvovyrok, plati to. Indukéni krok pro — a ¢ plyne z toho, ze (—p)*
je p* a (po)* je p* o p* je-li o bud & nebo V.
Je-li vyrok ¢ napsany jen pomoci spojek V, &, — a v je ohodnoceni identicky rovné 1, tak
v(p) = 1. Zduvodnéte to.
RESEN{. Kazdy uvazovany vyrok ¢ je pravé vyraz V dany induktivni definici: Kazdy prvo-
vyrok je vyraz V. Jsou-li 6,60 vyrazy V jsou jimii 6 Vv 6 60 & ¢, 6 — 6. Tvrzeni plyne
indukei na vyrazech V: Je-li ¢ prvovyrok, plati to. Necht ¢ je ¢g ¢ @1 s ¢ rovnym V, &, — a
Pro ©g, ¢1 necht tvrzeni plati. Pak (&1 znaci A1) v(p) = v(p) 01 v(p1) =101 1=1.

Dtikaz indukci podle délky formule ¢. Je-li ¢ prvovyrok, plati to. Jinak je tvar napsany
pomoci V, &, — disjunkci, konjunkci ¢ implikaci krat$ich podvyroki a dle indukéniho pied-
pokladu jasné to plati.
Zadny z vyrokt —p, L,—p V —¢,p — ¢ neni ekvivalentni vjroku napsanému jen pomoci
spojek V, &, —. Zduvodnéte to.
RESENI. v identicky rovné jedné je modelem kazdého vyroku napsaného jen pomoci spojek
V, &, —, av8ak neni modelem zadného z vyroka —p, L,—p V —q,p = q.

Pierceova spojka.
Pierceova spojka ¢ | 1, znacici ,ani-ani“, je logicka spojka zavedana jako zkratka za

(= = ).

) Fplee-p&-q

i) plpop
i) Epoge((Pip)lal(lip) La).
RESEN{. Diikazy se provedou bud propoc¢tenim pravdivostnich hodnot nebo pomoci ,boole-
ovskych tprav“. Napf. pro p | p, ¢ili pro —=(—p — p), mdme —(—p — p) ~ =(p V p) ~ —p.
Ukazte, ze kazdy vyrok nad P je ekvivalentni vyroku napsanému jen pomoci prvovyroka a

1

ESENI. Indukci na vyrocich. Pro prvovyroky to plati. Necht to plati pro ¢ a 1. Protoze
= plp<< —p, plati toipro «p adiky =p— g« ((pLp) L) L ((p )l q) toplati i pro
=Y.
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E.3.5. Pocty neekvivalentnich teorii nad koneéné prvovyroky.

1.

a)

b)

b)

Bud |P| = [ pfirozené nenulové.

i)  Bud ¢ vyrok nad P. Praveé kolik je neekvivalentnich P-teorii, které dokazuji 7
ii) Bud ¢ vyrok nad P. Pravé kolik je neekvivalentnich kompletnich P-teorii, které
dokazuji p?
RESENT.
i)  2M@I Jde o neekvivalentni T s M(T) C M(y), tudiz jich je |P(M(y))| = 2/M)I,
ii)  |M(¢)|. Kazda uvazovana teorie T' pravé spliiuje M(T') = {v} s v = ¢ pro néjaké
v : P — 2; takovd v jsou pravé modely ¢ a je jich tedy |M(y)].
Dokazte:
i)  P-teorie T mé pravé |M(T)| neekvivalentnich kompletnich jednoduchych extenzi.
ii) P-teorie T' mé pravé 2IM(T)| peekvivalentnich jednoduchych extenzi.
RESENI.
i)  Pro kompletni jednoduchou extenzi S teorie T pravé plati M(S) = {v} pro né&jaké
v € M(T); takovych neekvivalentnich S je tedy pravé |M(T)|.
ii) Pro jednoduchou extenzi S teorie T pravé plati M(S) C M(T); takovych neekviva-
lentnich S je tedy pravé |P(M(T))| = 2M(TI,

Bud |P| = pfirozené nenulové.

Bud ¢ vyrok nad P. Pravé kolik je neekvivalentnich P-teorii T takovych, Ze T, ¢ je beze-
sporna?

RESENT. (2M&) 1) . 22'=IM(@)l | Je T, ¢ bezesporné < M(T) € M(—y). Jde tedy o pocet
mnozin K C 2 s K Z M(—y). Téch je jasné uvedeny pocet.

Bud {p, ¥} sporna P-teorie. Préavé kolik je neekvivalentnich P-teorii T's T F ¢ V 7
RESEN{. 2M@HIMWI Je T 1 o v b < M(T) € M(p) UM(1)), jde tedy o pocet mnozin K C
B s K C M(p) UM(®). Jelikoz M(p) N M(¢) = 0 diky spornosti {p, 1}, je [M() UM(1)| =
IM(¢)| 4+ IM(%))| a uvazovany pocet je tedy prave 2M@)I+ME)I

E.3.6. Axiomatizovatelnost.

1.
a)

b)

Bud 0 < k € NaK; C™ pro i < k budte axiomatizovatelné. Je U<, Ki axiomatizovatelna?
RESEN{. Ano. Necht pro i < k je T; axiomatika K;: M(T;) = K;. Pak

T:{(po\/'-'\/(pk,ﬁ gDiETiSZ'</€}
axiomatizuje |J;_, Ki. Pro v € K; je totiz jasné v = T, tedy |J,., Ki € M(T). Necht
v & U, Ki. Pak pro i < k existuje ¢; € T; s v(p;) = 0. Pak v(wo V --- V @p_1) = 0, tedy
vET, tj. v ¢ M(T).
Bud0 < k€N, K= {vg,...,v5_1} C 2. Napiste P-teorii T's M(T) = K.
RESEN. T = {\/Kkp;”(pi); Do, Pe—1 € P}. Plati w(p*®) = 1 < w(p) = v(p) pro w,v
z %2, p € P. Tudiz vj(\/Kkpfi(pi)) =1proj <k atedy v; ET. Necht w ¢ {vo,...,v5_1}.
Pak w(V\/, ., p:i(p"')) =0, kde p; spliwuji w(p;) # v;(p;). Tudiz w = T.
Jiné feSeni plyne uzitim tvrzeni, Ze sjednoceni kone¢né mnoha axiomatizovatelnych tiid je
axiomatizovatené, uzijeme-li jesté toho, ze {vo} je axiomatizovano teorii {p”(®); p € P}.
Bud K C ™2 koneéna neprazdna. Je —K (= 2 — K) axiomatizovateln4?
RESENf. Ano, pokud |[P| € N, Ne jinak. Kdyz |P| € N, axiomatizuje K formule
Voek /\pepp”(p) a —K jeji negace. Dale z axiomatizovatelnosti —K plyne, ze K, protoze je
axiomatizovatelnd v kazdém pfipadé, je axiomatizovatelnd néjakym o: K = M(yp). KdyZz P je
nekonec¢nd, je neprazdna mnozina tvaru M(y) nekoneéna (velikosti |*2|, nebot pro ohodnoceni
v nezavisi v(¢) na hodnotach v(p) s p nepatficim do ¢). Tedy —K neni axiomatizovatelna.
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a)

b)
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Bud K C ™ neprazdna koneéna a w € ™. Najdéte klauzuli y, kterd axiomatizuje néjakou
nadmnozinu K, neobsahujici w.

RESEN{. Necht pro v € K je prvovyrok p, takovy, Ze w(p,) # v(p,). Pak klauzule x tvaru
\/Uerﬁ(p“) mé pozadované vlastnosti, nebot pro v, v’ plati: v/ (p*®) =1 < v'(p) = v(p).
Bud P nekone¢né. Necht K C 2 je axiomatizovatelnd, —K # (). Dokazte, ze |-K| = |*2|.
(-K=%—-K))

RESENI. Necht T axiomatizuje K, tj. K = ﬂweTM(cp). Bud w € —K. Existuje ¢ € T
sw ¢ M(p). Pak w € M(—p) C —K a diky nekone¢nosti P je |[M(—¢)| = |®2|, tim spige je
K| = [2].

Bud P nekone¢né. Necht K = {ch,; u C P je koneéné}, kde chx je charakteristicka funkce
mnoziny X C P na P. Je K axiomatizovatelna?

RESEN{. Ne. UkéZeme to sporem. Necht T axiomatizuje K a jeji axiomy jsou klauzule. Pak
chp(x) = 1 pro x € T, coz dava chp € K —spor. Dokézeme chp(y) = 1 pro x € T. Staci ukdzat
ze néjaky disjunkt klauzule x je néktery prvovyrok p. Sporem Bud y tvaru —pg V -+ V —p,
pro né&jaké prvovyroky p; s i < n. Pak chy,, .3 € K C M(x), aviak chy, ., 1(x) =0, tj.
Ch{pg ..... Dn } ¢ M(X) — Spor.

- Pn

E.3.7. Rezoluce.

1.
a)

b)

BudT={pVgq,pV-q}
i)  Najdéte mnozinovou reprezentaci °T teorie T'.
ii) Najdéte Rel(°T).
RESENI.
i) °T={{p,a},{-»,~q}}.
i) Rel(°T) =°TU{{p,~p},{q,~q}}-
Bud T mnozina P-klauzuli a x klauzule takové, Ze () # °y € Rel(°T). Bud v € 22 s v(x) = 1.
Je v model T'?
RESEN{. Ne. Bud T = {p V ¢, ~p V —q} teorie nad {p, ¢}. Pro x tvarup V —pje °x € Rel(°T),
v(x) =1, kde v ={(p,1),{(q, 1)}, ale v £ T.
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Témata.

Elementéarni teorie dokazovani.

Vlastnosti kvantifikatort.

Prenexni tvary.

O kompletnich teoriich.

Rozsifeni o funkéni symbol a definice.

Otevrené teorie.

Elementarni extenze a Lowenheim-Skolemovy véty.
Eliminace. Prvomodely.

E.

1.
a)

b)

b)

4.1. Elementarni teorie dokazovani.

F (3z)(x = ) dokazte pomoci zdkladnich deduktivnich obrati.

RESENI. ((Vz)(z # 2) —» 2 # 2) = (== (z = 2) — (3z)(x = 7)) je tautologie. Tudiz modus
ponens a axiom substituce daji F -—(x = ) = (3z)(z = z). Protoze z = z — ——(x = ) je
tautologie, je - =—(x = x) a modus ponens d4 pozadované - (Jz)(x = x).

Dokazte - F(c) = F(c), je-li F unérni a ¢ nuldrni funkéni symbol.

RESEN{. = z je axiom, tedy - 2 = z a tedy F F(c) = F(c) plyne z tvrzeni o instanci.

F (3x)—p(z) > —(Vr)p dokazte pomoci zdkladnich deduktivnich obratt a véty o dedukei.
RESENf. Mame dokazat F —=(Vz)——p(x) «+ =(Vz)e. Je ~—¢ F ¢ diky tautologii =—p — .
Odtud (Vz)——¢ F (Vz)e pomoci axiomu substituce a pravidla generalizace a pomoci véty o
dedukei - (Vz)——¢ — (V). Analogicky plyne b (Vz)p — (Va)—=—p. Odtud pomoci obratu
o ekvivalenci plyne b+ (Vz)——¢ < (Vz)p a pomoci tautologie (¢ < x) > (—¥ + —x) a
modus ponens plyne dokazované.

Dokazte T, p(z) ¢ = T+ (Vz)p(x) — ¥(y/c), kde ¢ je konstantni symbol jazyka L(T).
RESEN{. Protoze T, (Vx)p F ¢, mame T, (Vx)p - . Odtud T F (Vo) — ¢ pomoci véty o
dedukci a z toho plyne dokazované pomoci tvrzeni o instanci.
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E.4.2. Vlastnosti kvantifikatoru.

1.
a)

b)

b) -

b)

Dokazte - (Vz)(p — ) — ((Qx)e — (Qx)), kde @ znadi kvantifikator.

RESENI. Budte T logické axiomy v jazyce rozsifeném o nové konstantni symboly c;;
o(z,z1/c1,...) resp. Y(x,x1/c1, ) oznalme ¢’ (z) resp. ¢'(z) (konstanty substituujeme
za vSechny volné proménné, kromé z). Pak T, (Vx)(¢' — ¢') F ¢’ — ¢/, dle pravidla dis-
tribuce kvantifikatoru i T, (Vz)(¢" — ') F (Qx)¢’ — (Qx)y)’ a zbytek da véta o dedukei a
konstantach.

Dokazte - (Vz)p — (3z)ep.

RESENI. Je - (Vz)p — ¢, F ¢(z) = (37)p; odtud pomoci pravidla tranzitivity implikace
plyne dokazované.

Dokazte - ¢ — (Vz)p < F (@x)p = (Vo) < F (Vz)-p V (Va)e.

RESEN{. Prva ekvivalence: - ¢ — (V2)p < F (Vo) (o — (Va)p) & F (32)p — (Vo)e. Uzitim
definice disjunkce a existen¢niho kvantifikatoru plyne druhé ekvivalence.

- (V) (V) < (Vo).
RESENI. i) - (V2)(Vz)p — (V) dava axiom substituce.
ii) F (Vx)p — (Vx)(Vx)e plyne z F (Vz)p — (Vz)p pravidlem V-zavedeni. Z i), ii) plyne
ihned dokazované.

(Fz)(Vz)p < (Vo)p.
RESENI. i) (32)(Vx)p — (Vz)¢ dava pravidlo 3-zaveden.

ii) (Vx)¢ — (3z)(Vz)p plyne z platného vztahu - ¢ — (3z). Z i), ii) plyne ihned dokazo-
vané.

Vytykani kvantifikatora - protipfiklady.

7 (Vo) (o = 1) = (o = (Vo))
RESENI. Bud A = (A, P4, R4), kde P, R jsou unarni predikatové symboly, a € P4 C R4 C

A. Pak
A (Vz)(P(z) = R(z)), A (P(z) = (Vo)R(z))[a].
Tedy A = (Va)(P(x) = R(z)) — (P(z) = (Vz)R(x)).

7 (o = (Va)ip) = (V) (@ = 9).
RESENI. Bud A = (A, P4, R4), kde P, R jsou unéarni predikitové symboly, a € A — P4,
) # PA ¢ RA. Pak
A (P(z) = (Vz)R(2))[a], A (Va)(P(z) = R(z)).
Tedy A = (P(z) — (Vo) R(z)) — (Vo) (P(z) = R(z)).
# G2)(e = 1) - (0 = (Go)).
RESENI. Bud A = (A, P4, R?), kde P, R jsou unarni predikitové symboly, a € P4 C A,
= (. Pak
A= (3z)(P(x) — R(z)) (protoze existuje b € A — P4),
A (P(x) — (3z)R(z))[a] (protoZe je a € PA).

Tedy A+ (32)(P(x) — R(z)) — (P(x) — (3x)R(x)).
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E.4.3. Prenexni tvary.
1.
a) Bud ¢ resp. ¢’ formule
(Vo) R(z,y,2) v (32)U(x)) — (32)P(2,y) resp. (32)(3x)(V2')((R(z,y,z) v U(z")) = P(Z',y)),

kde P, R,U jsou rela¢ni symboly ¢etnosti po fadé 2,3,1 a x,y, z,2’, 2’ jsou rtizné proménné.
i) Je ¢’ v prenexnim tvaru?

i) Jek e ¢?
RESENI.
i)  Ano. Za prefixem (3z')(3z) (V') s riznymi 2, 2,2’ je bezkvantifikdtorovd formule.

ii) Ano. Nebof ¢’ se ziskd z ¢ prenexnimi operacemi nésledovné:
a) Misto podformule (3z)P(z,y) se vezme varianta (3z')P(2',y) a vytkne se ko-
rektné (3z7).
b) Vytkne se korektné (Vz) pred (R(z,y,z) vV (3z)U(x)).
¢) Misto podformule (3z)U(x) se vezme varianta (3z')U(z’) a vytkne se korektné
(3z') pred (R(z,y,z) vV U(x")).
b) Bud ¢ resp. ¢’ formule
(Vz)po — (3z)¢1 resp. (3z)(Jy)(wo(z/y) = ¢1),
kde ¢g, 1 jsou oteviené formule a x, y jsou rizné proménné.
i) Je ¢’ v prenexnim tvaru?
ii) Za jakych pfedpokladil je ¢ ziskédno z ¢ prenexnimi operacemi?
RESENI.
i) Ano. Prefix (3x)(Jy) s raznymi z, y je pfed otevienou formuli.

ii) Pokud y neni volna ve ¢ (a je substituovatelnd za x do g, coz je implicite ddno
zapisem ¢g(x/y)). Provedou se pak nésledujici prenexni operace: a) vytkne se ko-
rektné (3z). b) Podformule (Vx)yo se nahradi variantou (Vy)go(z/y), vytvorenou
korektné diky pfedpokladim. ¢) Vytkne se diky pfedpokladtim korektné (Vy) pred

(po(z/y) = ¢1).
E.4.4. O kompletnich teoriich.

1.

a) M4 kompletni teorie bezespornou extenzi, kterd neni kompletni?
RESENT. Ano. Sta¢i vzit extenzi T’ teorie T' o novy unarni rela¢ni symbol P; pak (3z)P(z)
je nezavisla sentence teorie T".

b) Bud L jazyk s rovnosti a n-drnim rela¢nim symbolem P. Existuje L-teorie T, kterd ma
modely, kazdy jeji model je jednoprvkovy a T neni kompletni?
RESENT. Ano. Teorie T s jedinym axiomem z = y neni kompletni, nebot mé nezéavislou

sentenci (Vao, ..., Tn—1)P(xo, ..., Tn_1).

2.

a) Najdéte kompletni teorii, kterd mé az na elementarni ekvivalenci pravé spocetné rtiznych
modeld.

RESENI. Neexistuje, nebot kompletni teorie ma az na elementarni ekvivalenci pravé jeden
model. Dva elementarné neekvivalentni modely teorie T' maji za nasledek existenci nezavislé
sentence teorie 7.
b) Budte A £ B dvé L-struktury a T bud L-teorie s axiomatikou
{¢ V 9; @, ¥ jsou L-sentence a A = ¢, B = ¢}.

i)  Je T bezesporna?

ii) Je T kompletni.
RESEN{.

i)  Ano. A, B jsou modely T.

ii) Ne. Existuje L-sentence ¢ tak, 7ze A = ¢, B |= —p. Pak T I/ o, Tt/ —.
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E.4.5. Rozsifeni o funkéni symbol a definice.

1.
Necht T je L-teorie a T (3'y)x (T, y). Necht F' je 1(Z)-adrni funkéni symbol nepatiici do L.
Necht T’ resp. T” je L U {F'}-teorie, ktera je extenzi T o axiom

F(@) =y < x(Z,y) resp. X'(y/F(7)),

pfiéemz y’ je varianta y (zarucujici korektnost uvedené substituce).

a) Dokazte: T' F x/'(Z,y/F(T)).
RESEN. V T méame postupné: y = F(T) < X'(T,y), F(@) = F@) < X(7,F(@)),
V(@ F(T)).

b) Dokazte: T+ F(z) = y + x(T, ).
RESENI. a) DokdZeme — v T"”. V T” méame postupné: y = F(Z) = (X'(T,y) < X' (T, F(7))),
X' (@ F@) = (y=F@) = X' (Ty),y=F@) = X' @),y = F@) - x(@,y) (dky - x <
X'). b) Dokézeme « v T". V T" mame postupné: (X'(zZ, F(T)) & X' (Z,y)) — y = F(z) (diky
unicité 3), X' (7, F(Z)) = (X' (@, y) =y = F(@)), X' (T,y) =y = F(2), x(T,y) =y = F(T)
(diky - x < X').

Teorie téles mé axiomatiku T = Ty U {(Jy)¢}, kde Ty je jistd mnoZina otevienych formuli
jazyka L = (+,—,-,0,1) télesapjex A0 - x -y = L.
e Bud F novy unérni funkéni symbol a 7% bud L U { F'}-teorie,
7% =To U{p(y/F(x))}-
e Bud ¢ formule -y =1V (. =0 & y = 1); je Ty F (V2)(3ly). Necht T¥ je LU{F}-teorie,
T = Ty U {u(y/F ().

a) Dokazte: T¥ je konzervativni oteviend extenze teorie T (a (Vz)p(y/F(z)) je Skolemova
varianta (Vz)(3y)e.
RESENL. S = T U {p(y/F(z))} je rozsiteni T' o funkéni symbol F, tedy to je konzervativni
extenze. Protoze b o(y/F(x)) — (3y)p, je T? = S — {(3y)p} ekvivalentni s S a tedy to
je konzervativni extenze T, kterd je ovSem tvofena jen otevienymi axiomy. (Evidentné je
(Vx)p(y/F(z)) Skolemova varianta (Vx)(3y)e.)

b) Dokazte: Neexistuje L-formule x(x,y) takova, ze T% F F(x) = y < x(z,y).
RESENI. Sporem. Necht y existuje. Pak specialng, diky tomu, Ze 7% je konzervativni extenze
T, mame T + (3ly)x(0,y). Pro téleso racionélnich ¢isel Q bud a € Q takové, ze Q = x[0, al;
takové a je jediné. Interpretujme F tak, ze FQ(0) # a a F%(q) = ¢ ' pro ¢ # 0; to
oviem miizeme, nebot - (0,y) +» y = y. Pak (Q, FQ) | T% U {-x(0, F(0))}. To je spor
s pfedpoklddanym T F x(0, F(0)).

c) Dokazte: TV je konzervativni oteviena extenze teorie T. TV je extenze T, neni vSak ekvi-
valentni s T'%.
RESENI. S = T U {¢(y/F(x))} je extenze T o funkéni symbol F, tedy to je konzervativni

extenze T. Plati To - 11)(36731) - S0(£L,7y) (*)
Odtud plyne Ty, ¥ (y/F(z)) - (Jy)e, tudiz TY = S — {(3y)p} je ekvivalentni s S a tedy to
je konzervativni extenze T, kterd je tvofena jen otevienymi axiomy. Déale TV F ¢(y/F(z))
dle ). Tudiz je T extenze T¥. Kone¢né TV - F(0) = 1, ale T¥ I/ F(0) = 1; o tom svédéi
napf. (Q, F) =1T% s F2(0) = 0.

E.4.6. Oteviené teorie.
Teorie je oteviend, je-li mnozina jejich mimologickych axiomt tvorena otevienymi formulemi. Te-
orie T je axiomatizovatelnd oteviengmi formulemi Cili oteviené aziomatizovatelnd, existuje-li ote-
viena teorie ekvivalentni s 7T'. Plati: podstruktura modelu oteviené teorie 7' je model 7'
1.
Bud T teorie ¢isté rovnosti, tj. teorie v jazyce Lg s rovnosti bez mimologickych symboli,
kterd nemé mimologické axiomy. Pro nenulové n € N bud teorie
T, /T<y, /T>yp s jedingm axiomem ,existuje pravé /nejvyse /alespoii n prvki‘.
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a)

b)

<)

d)

b)

Je T,, axiomatizovatelna otevienymi formulemi?

RESEN{. Pro n = 1 je, a to jedinym axiomem z = y. Pro n > 1 neni. Je-li totiz (A) &= T),,
pro f #£ A’ C A je (A’) podstruktura (A) a neni to model T,.

Je T<,, axiomatizovatelnd otevienymi formulemi?

RESEN{. Kazd4 T<, je, nebot je ekvivalentni s teorif \/{z; = x;; i # j,i,j < n}.

Je T%,, axiomatizovatelnd otevienymi formulemi?

RESENI. Pro n =1 je, nebot T je ekvivalentni s 7. Pro n > 1 neni. Je-li totiz (A) & Tsp,
jednoprvkové podstruktura modelu (A4) neni model T>,,.

Které jednoduché kompletni extenze teorie T' jsou oteviené axiomatizovatelné?

RESENT. Kompletni jednoduché extenze teorie T jsou az na ekvivalenci teorii pravé T}, s 0 <
n€NaTy=UjcpenyT>n- Axiomatizovatelnd otevienymi formulemi je jen 77. Kazd4 jind
ma model, jehoz jednoprvkova podstruktura neni jejim modelem.

Jednoduché oteviené extenze linedrniho usporadani.

Bud T oteviena axiomatika teorie linedrniho uspofadani. Necht pro 0 < n € N je T,
jednoducha extenze T o axiom ,existuje nejvyse n prvkia

Je kazdé T<,, oteviené axiomatizovatelna jednoducha extenze 77

RESENI. Ano. Kazda T<,, je ekvivalentni extenzi T o axiom \/{z; = x;; i # j,i,j < n}.
Bud T’ jednoduché oteviena extenze T, kterd mé jen konecné modely. Je T’ ekvivalentni
s nékterou teorii T<,?

RESENI. Ano. Z véty o kompaktnosti plyne, Ze existuje nejvétsi n € N takové, Ze existuje
model A =T s univerzem A velikosti n. Plati pak B =17 = B = T<y; tudiz T” je extenze
T<,.Déle B |=T<, = B =T’ nebot diky B |= T<,, plati, Ze aZ na izomorfizmus, prevadéjici
i-ty prvek uspotadani <P na i-ty prvek uspofddani <4 pro i < |B|, je B podstruktura A, a
tedy B =T". Tudiz T<,, je extenze T".

Bud T jednoduché oteviend extenze T, kterd ma nekoneény model. Je T” ekvivalentni s T'?
RESEN{. Ano. Staéi jen dokézat, ze T je extenze T’. Bud A’ |= T’ nekoneény model. Necht
© je axiom T’; dokazujeme, ze T = ¢(T). Sporem: necht existuje A = T, (3Z)—¢. Buda € A
s A = —¢la] a oznaéme B podstrukturu A generovanou a, tj. B = A[@. Je to kone¢né
linedrni uspofadani, je tedy izomorfni s B’ = A’ B’, kde B’ C A’ je |B|-prvkova. Je B’ =T
diky tomu, ze T’ je oteviend a ovsem B’ |= (IT)—p, coz diky B’ = T” neplati.

E.4.7. Elementarni extenze a Lowenheim-Skolemovy véty.

1.
a)

Bud A < B a ¢(Z,y) formule s n = 1(Z). Necht n-arni funkce F'4 resp. F'P je definovéna
v A resp. B formuli . Dokazte:

i) (A4, F4 < (B,FPB).

i) (A, F4) = (B, FB).
RESENT.

i)  Bud T teorie Th(A), T" extenze T' o funkéni symbol F' definovany formuli ¢(Z,y);
podminky existence a jednozna¢nosti jsou jasné splnény. Pro formuli ¢(Z) jazyka
L(T) U {F} bud v*(Z) jeji preklad do L(T); plati T" I ¢ < ¢*. Jelikoz (A, F4),
(B, FB) jsou modely T’, pro @ € A'®) mame:

(A, F4) Evlal & AEv*fa & B J*fa < (B, FP) | ¢lal.
ii) Je to disledek vztahu (A, F'4) < (B, FB).

b) Bud A vektorovy prostor realnych ¢isel nad télesem realnych éisel. Dokazte:

i)  Pro kazdou velikost x > |R| (tj. £ > kontinuum) existuje Bs A < B a |B| = «.
ii) Neexistuje spocetna struktura Bs B C A.

RESENI.

i)  Plyne to ihned z Léwenheim-Skolemovy véty nahoru, nebot |L(A)| = |R].

ii) Kdyz B C A a B obsahuje a # 0, obsahuje vSechny prvky ra s r € R a téch je jako

realnych ¢isel; tedy B obsahuje nespocetnou mnozinu a tudiz neni spocetna.
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2.

a) Bud A téleso komplexnich ¢éisel v jazyce L = (+, —,-,0,1) a X C A nejvyse spocetné. Existuje

spocetné podtéleso B télesa A tak, ze X C B a kazdy nekonstantni polynom s koeficienty
z B mé kofen v B (a tedy B |= ACFy)?
RESENI. Ano. Podle Lowenheim-Skolemovy véty doltl existuje spocetné struktura B < A
s X C B. Uvazovany polynom f(z) tvaru ) ;. biz’ s b; € B mafeseni v A a je interpretaci
termu tvaru ¢(z) tvaru Y o, ., ¢, 2" jazyka Lp; ¢, je jméno prvku b;. Tedy diky Bg < Ap =
(3z)(t(xz) = 0) mame Bp [ (t(x) = 0)[b] pro néjaké b € B a pak f(b) = 0; b je hledany
kofen.

b) Necht A je téleso, B < A.

i) Bud f(z) = > ,., biz" polynom stupné n > 1 s koeficienty b; € B a b, # 0. Pak
kazdy kofen polynomu f v télese A je v B.

ii) Bud A= ACF a necht C =({B; B < A}. Pak A]C = ACF.

RESEN{.
i)  Polynom f mé v A jen kone¢né kofenil, feknéme k. Tedy
.A':(p(y(),...,yn)[bo,...,bn], .

kde ¢ je ,existuje pravé k prvki = s t(z,yo,...,yn) = 0“ a t je term >, y;x".
Tedy B = ¢lbo, ..., bn], tj. v B ma f pravé k kofenti; kazdy je ovSem kofenem v .4
a tedy to jsou pravé kofeny f v A.

ii) MmnoZina C je jasné uzaviend na 0,1, +, —, -, podstruktura A C je evidentné téleso.
Nenulovy polynom s koeficienty z C' mé kotfen v A a podle i) je tento kofen v C.
Tedy je AJ C algebraicky uzaviené téleso.

3. Modelova kompletnost extenze T teorie ¢isté rovnosti o ,existuje nekoneéné prvki“.

a) Budte A C B nekone¢né modely teorie ¢isté rovnosti, |A| < |B|. Dokazte, 7e A < B.
RESEN{. Existuje A’ < B's |A’| = |A| dle Lowenheim-Skolemovy véty doli. Bud h prosté
zobrazeni B na B, které prosté zobrazuje A na A’; existuje, nebot |B — A’| = |B — A| diky
|Al" = |A|] < |B|. Je oviem h automorfizmus B a izomorfizmus A a A’. Pak pro ¢(T) a
@ € A'® mame A |= gla] < A |= plha) < B = glha) < B = o[a).

b) Bud T extenze teorie ¢isté rovnosti o schema ,existuje nekoneéné prvkia“. Dokazte, ze T je
modelové kompletni.

RESENT. Budte A C B nekoneéné modely T; mame dokézat, ze A < B. Kdyz |A| < |B|,
plati to dle a). Bud |A| = |B|. Podle Lowenheim-Skolemovy véty nahoru existuje B’ tak, ze
B < B a|B|<|B|. Podle a) mdme A< B, B< B, tedy i A < B.

E.4.8. Eliminace. Prvomodely.

1.
a) Bud 7" extenze T o definovany symbol. Dokazte:
i)  MA-li T eliminaci kvantifikitor, ma i 7.
ii) Je-li T modelové kompletni, je i T".
RESENT.
i)  Pro L(T")-formuli ¢'(Z) s (%) > 0 bud ¢(T) ,pieklad ¢’ do T, tj. ¢ je L(T)-formule
s T'F ¢ < ¢. Existuje ¢o(T) oteviend s T F ¢ <> ¢g; pak T' F ¢'(T) < ©o(T).
ii) Necht A" C B’ jsou modely 7", A resp. B redukt A’ resp. B’ na jazyk L(T). Bud
¢'(T) néjaka L(T")-formule, @ € A'®); mame dokizat A’ = ¢'[a] & B = ¢'[a].
Bud ¢(T) ,preklad ¢’ do T, tj. ¢ je L(T)-formule s T" F ¢’ <> ¢. Pak méme
AEvlal & Alkgla < BEyla < B Ey¢'[al
b) Bud T extenze teorie PE ¢isté rovnosti o schema ,existuje nekoneéné prvkia“. Bud T” extenze
T ziskan4 jen rozsifenim jazyka o unarni funkéni symbol S. Pak je T modelové kompletni (a
ma i eliminaci kvantifikdtori1), 7" vSak neni modelové kompletni. Dokazte.
RESEN{. Svédéi o tom néasledujici, kde S(n) =n + 1 pron € N:
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c) Teorie SC neni modelové kompletni. Najdéte jeji extenzi T” o definovany konstantni symbol
tak, aby 7" méla eliminaci kvantifikitort (a tedy byla i modelové kompletni).
RESENI. Bud T’ extenze SC o definovany konstantni symbol 0 axiomem
y =0 =(3z)(S(z) = y).
Pak je T ekvivalentni SCyp, kterd m4 eliminaci kvantifikdtort.

a) Bud T extenze teorie T jen o nové konstantni symboly bez pfiddni mimologickych axiomd.
Dokazte:
i)  MA4-li T eliminaci kvantifikitort, ma i 7.

ii) Je-li T modelové kompletni, je i T”.
RESEN{.
i)  Bud ¢(%) néjakd L(T')-formule s 1I(Z) > 0; ¢ je tvaru ¥ (T, yo/coy- -, Yn—1/Cn-1)
S proménnymi yq,...,Yn—1 nepatficimi ani ¢ ani T, pfiemz cg,...,c,—1 jsou

v8echny nové konstantni symboly formule ¢ a ¢ je L(T)-formule ziskand z ¢ na-
hrazenim ¢; proménnou y; pro ¢ < n. Existuje oteviend L(T)-formule ¢y (Z,7)
sThH < . Pak i T' F (T, ¢) <> ¢o(T,€) a vpravo je oteviend L(T")-formule.

ii) Necht A" C B’ jsou modely 7", A resp. B redukt A’ resp. B na jazyk L(T). Bud ¢(T)
néjaka L(T’)-formule, @ € A'®); mame dokazat A’ |= ¢'[a] < B’ = ¢'[a]. Formule
© je tvaru (T, yo/coy - - s Yn—1/Cn—1) S pProménnymi yo,. .., y,—1 nepatiicimi ani
@ ani Z, pfitemz cg,...,C,—1 jsou vSechny nové konstantni symboly patiici ¢ a
¢ je L(T)-formule ziskana z ¢ nahrazenim ¢; proménnou y; pro i < n. Bud b =
(cd,...,cA_,). Pak plati:

Aot & ARl o BEual o B Fgl
b) Bud T teorie v jazyce L s rovnosti, ktery ma jen konstantni symboly a axiomatikou T je
schema ,existuje nekonecné prvka“. Ma T eliminaci kvantifikatora?
RESENI. Ano. Bud S teorie ¢isté rovnosti rozsifena o schema existuje nekoneéné prvki“.
Pak S je jasné f-homogenni, tedy ma eliminaci kvantifikdtort. Jelikoz T je extenze S jen o
nové konstantni symboly a zadné mimologické axiomy, mé téz eliminaci kvantifikatoru.

a) Bud L = (cx; k € N) jazyk s rovnosti, kde ¢ jsou konstantni symboly, a A = (N, 2k)pen, B =
(N, k)ren budte dvé L-struktury. Lze parcidlni vnoteni f = {(0,0)} z A do B bezprostfedné
rozsitit do 17
RESEN{. Ne. Je-li f' = fU(1,b), je b = cP pro néjaké k, tudiz plati B |= (v = ci)[b]. AvSak
A~ (z = cg)[1] a f’ tedy neni parcidlni vnoteni z A do B.

b) Bud L = (cx; k € N) jazyk s rovnosti, kde ¢; jsou konstantni symboly, a T bud L-teorie
s axiomy {cx # ¢;; k <1 € N}.

i) Je T teorie f-homogenni?
ii) Je T teorie 1-koexistencéni?
RESENI.
i) Ne. A = (N, 2k)ren, B = (N, k)ren jsou modely T, avSak parcidlni vnofeni f =
{(0,0)} nelze bezprostiedné rozsifit do 1.

ii) Ano. Bud f neprazdné kone¢né parciilni vnofeni modelu A teorie 7' do modelu B
teorie T. Bud @ prosté ocislovani dom(f), 1(a@) = n, x(xo,...,Zn_1,y) elementarni
konjunkce a @ € A s A | x[a,a]. Mame najit b € B s B |= x[fa,b]. Konjunkty
x obsahujici y jsou atomické tvaru y = x;, y = ¢, a jejich negace. Je-li néjaky
atomicky, je jim b jednozna¢né urceno. Nechf jsou vSechny negace atomickych.
Protoze jich je koneéné mnoho, najdeme v nekoneéné mnoziné B prvek b, ktery je
vSechny spliuje v B.



29

Témata.

Aritmetiky.

E.5.1. Aritmetiky.

1.
a)

b)

b)

d)

Elementarni dokazovani o numeralech v Presburgerové aritmetice Pr.
Dokazte prom e N: Pr-m=0& m = 0.
RESEN{. Implikace < je jasna, nebot 0 je term 0. Implikace =. Bud Pr - m = 0. Z (Q1)
plyne: Pr -z =0 — 2 # Sy. Tudiz Pr - m # Sy, tedy (N, S, +,0) = m # Sy a nutné m = 0.
Dokazte pro m,n € N: Pr-m =n < m =n.
RESENI. Implikace < je jasna. Implikace =. Bud Pr F m = n. Nechf napi. m < n. Pak dle
(Q2) je Pr 0 =m —n, tudiz nutné n = m diky tomu, ze Pr- k=0« k =0 pro k € N.
Dokazte pro m,n € N: Pr-m+n =m +n.
RESEN{. Indukei pres n. Pron = 0 mdme Pr: m + 0 = m = m+0 = m+0 diky (Q3). Indukéni
krok z n na Sn. V Pr mdme: m + Sn = S(m +n) = S(m + n) = S(m+n) = m+Sn = m+Sn.
V 2. a 5. rovnosti jsme uzili Pr - Sk = Sk (coz plyne ihned z definice numeralu), ve 3. rovnosti
indukéni predpoklad a ve 4. pak (Q4).
Elementarni dokazovani v Presburgerové aritmetice Pr.
Dokazte Pr+ Sz +y = S(z + y).
RESENI. Indukei podle y. Sz + 0 = Sz = S(z + 0) dle (Q3). Indukéni krok: mame
Sz + Sy =S(Sz +y) =SS(x +y) = S(z + Sy).
1. rovnost plyne z (Q4), 2. je indukéni pfedpoklad, 3. dle (Q4).
Dokazte Pr-0+x =2 + 0.
RESEN{. Indukci dle 2. 0+ 0 = 0 + 0. Indukéni krok: méame
0+Sx=S(0+z)=S(zx+0)=Sx=Sx+0.
1. rovnost plyne z (Q4), 2. dle indukéniho pfedpokladu, 3. dle (Q3), 4. dle (Q3).
Dokazte Pr - x + y = y + x. Pfedpokladejte, ze
Pr-Sz+y=S(z+y), Prt0+z=x+0. (%)
RESEN{. Indukei dle . 0 +y = y + 0 plati diky ). Indukéni krok: Sz +vy = S(x +y) =
S(y + z) = y + Sz; 1. rovnost plyne z @), 2. je indukéni pfedpoklad, 3. plyne z (Q4).
Dokazte Pr+ (z + y) + z =  + (y + z). Pfedpokladejte, ze
Pr-Sz+y=S(z+y), Prk0+z=x+0. (%)
RESEN{. Indukei dle 2. Pro = 0 to plati: (0+y) +2 =y + 2z =0+ (y + 2) wZitim (&) a
uzitim (Q3). Indukéni krok: (Sz+y) + 2 =S(x+y)+ 2 =S((x +y) + 2) = S(x + (y + 2)).
1. a 2. rovnost plyne z (@), 3. z indukéniho pfedpokladu.

Charakteristiky Presburgerovy aritmetiky Pr.

M4 Pr algebraicky prvomodel? Odpovéd zdavodnéte.

RESEN{. Ano. Je to B = (N,S,+,0). Bud totiz A | Q. Definujme h : N — A takto:
h(n) = (n)4 (= S4-.-84(04), S4 aplikovano n-krat). Pak to je vnofeni B do A, nebot
Pr-Sn=5Sn QFm+n=m+n.
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b)

b)

b)

Bud A nestandardni model Pr, a € A nestandardni prvek A, f = {{(a +a,a+a+1)}.

i)  Ukazte, ze f je parcidlni vnofeni A do sebe.

ii) Ukazte, Ze Pr neni{ modelové kompletni.
RESENT.

i) Atomickd formule 9 (x) teorie Pr jsou totiz ekvivalentni v Pr formuli tvaru mz = n

s m,n pfirozenymi. Odtud je jasné, 7ze A = ¢Y[a +a] & A E Y[a+ a+ 1].
ii) Plati A = (Jy)(y +y = z)[a + a]. AvSak A £ (Fy)(y +y = x)[f(a + a)]; Pr tedy
neni koexistencéni a tedy nemd eliminaci kvantifikatoru.

Charakteristiky Robinsonovy aritmetiky Q.
M4 Q algebraicky prvomodel? Odpovéd zdtavodnéte.
RESEN{. Ano. Je to standardni model aritmetiky N. Bud totiz A = Q. Definujme h: N — A
takto: h(n) = (n) (= S*---84(04), S4 aplikovano n-krat). Pak to je vnofeni N do A,
nebot Q- Sn=Sn, QF-mon=mon,kdecje+nebo-aQtFm<n< m<n.
Je Q kompletni teorie? Odpovéd zdtvodnéte.
RESEN{. Ne. V Q neni napt. dokazatelné (Va, y)(z <y V y < z), plati to vak v N. Bud totiz
A =NUZ{z,y}, kde Z{x, y} jsou nenulové polynomy v proménnych z,y nad Z s kladnymi
koeficienty u mocnin s nejvétsi sumou exponenti.
Ziejmé je A uzavieno na séitdni + a nasobeni - polynomu. Definujme S : A — A tak,
7ze S(a) = a+ 1 a relaci <C A? tak, 72e a < b < ¢+ a = b pro n&jaké ¢ € A. Pak
(A,S8,4,,0,2) = Q a prvky z,y jsou =<-nesrovnatelné, nebot c+z =y < c=y—2z a
y—x¢ A Tedy QFz<yVy<uz.
Je Q modelové kompletni? Odpovéd zdtvodnéte.
RESEN{. Ne. Kdyby byla Q modelové kompletni, diky existenci algebraického prvomodelu by
byla kompletni, to vSak neni (nebot napt. (Vz,y)(x < y V y < ) je jeji nezavisla sentence).

Charakteristiky Peanovy aritmetiky Q.
Bud AEP, X C A Bud

Ax
podstuktura A, kde univerzum Ax) je mn(oi)ina definovatelnych prvka v A nad X, tj.
A(X) = {a € A; {CL} S Dfl(X, ./4)}
]E)okaite: Axy < A.
RESENI. A(x) je jasné uzavieno na funkce struktury A; tedy A x) C A. Snadno se dokaze
platnost predpokladii Tarski-Vaughtova testu pro A(x) a A: pro neprazdnou mnozinu D
z Dfl(A(X),A) je definovan jeji nejmensi prvek nad X v A, coz je prvek z podstruktury
A(x), ktery test pozaduje.
Dokaizte: Pro A = P je A(g) prvomodel teorie Th(A).
RESENS. Bud A’ |= Th(A), tj. A" = A. Pro a € Ay bud ¢(z) formule jazyka Peanovy
aritmetiky definujici {a} v A; pak definuje jisté {a'} v A’; polozme h(a) = a’. Toto h je
korektné definované a je to prosté zobrazeni Ay na AE(D)' Staci dokazat, ze to je vnofeni
Ay do .AE@). Pro n-arni funkéni symbol F jazyka struktury A a (ag,...,a,) z A" bud
FA(ag,...,an_1) = an; méme dokézat, ze FA' (a},...,a,, |) = a/,. Necht p;(x;) definuje
{a;} v A. Pak v A plati A, vi(x;) = F(xo,...,Zn—1) = xy; posledni formule plati i
v A atedy FA'(a),...,al, ;) = a,. Podobné je-li R relacni n-arni symbol, tak analogicky
dostaneme R*(ag, ..., an_1) < R (a},...,al,_,).



